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A b r i e f  r e v i e w  i s  g i v e n  o f  t h e  a v a i l a b l e  
t h e o r e t i c a l  an d  e x p e r i m e n t a l  w ork  o f  .Monv/eilex' an d  
K ra iae r  r e l a t i n g  t o  the^ e f f e c t  o f  s u r f a c e  f l e x i b i l i t y  
on  t h e  m a i n t e n a n c e  o f  l a a i l n a r  f l o w  i n  w a t e r  #
T h i s  t h e s i s  d e s c r i b e s  t h e  r e s u l t s  o f  t e s t s  
0X1 a  s a m p l e  o f  a  t h i n  s h e e t  o f  s o f t  r u b b e r  u s e d  a  
bed  f o r  an  o p e n  c h a n n e l . The i n f l u e n c e  o f  t h i s  
f l e x i b l e  bed  on  t h e  s t a b i l i t y  o f  f l o w  t o  o p e n  c h a n n e l s  
i s  d i s c u s s e d  w i t h  s p e c i a l  r e f e r e n c e  t o  t h e  e f f e c t  o f  
d e l a y  t o g  t r a n s i t i o n  f r o m  le iu to a x '  t o  t u r b u l e n t  f l o w *
To t h i s  e n d j  two c r i t e r i a  a x i a lo g o u s  t o  t h o s e  o f  
Wonwei3.er -  t h e  o n e  f o r  t h e  e l t o t o a t i o n  o f  t h e  
f o l l m i e n - a c h l  I c h t  t o g  w a v e s  ? an d  t h e  o t h e r  f o r  t h e  
e l t o t o a t i o n  o f  t h e  f l e x u r a l  w a v e s  -  a r e  a p p l i e d  t o  
t n e  c o n s i d e r a t i o n  o f  t h e  e f f e c t s  o f  p o s s i b l e  c h a n g e s  
to. t h e  bed  m a t e r i a l  ( t o  n e l t o e x  f o r  example^j ♦
T r a n s i t i o n  was t o f e r r e d  f r o m  m e a s u r e m e n t s  o f  
t h e  f r i c t i o n  c o e f f i c i e n t  a n d  R e y n o l d s  nu jaber«  The 
e x p e r i m e n t a l  xxx-’o o e d u r e  f o r  m e a s u r t o g  t h e  f r i c t i o n  
c o e f f i c i e n t  arid K e y n o l d s  n u m b e r  i s  d i s c u B s e d ,  and a l s o  
t h e  e x p e r i m e n t a l  l i m i t a t i o n s  w h i c h  a . f f e c t e d  t h e  
m e a s u r e m e n t s  U x y d r a u l i c  ju m p ,  an d  u n e v e n e s s  o f  t h e
r u b b e r  b e d  f o r  exawnple)#
Owing l o  t h e  l i m i t a t i o n s  o f  a c c u z ' a c y ,  a  
s t a t i s t i c a l  a n a l y s i s  f o r  t h e  r e s u l t s  h a d  t o  b e  a p p l i e d
i n  o rdex '  t o  f i n d  t h e  m o s t  p r o b a b l e  v a l u e s  o f  R e y n o l d s
n u m b e r  f o r  t r a n s i t i o n *  I t  was f o u n d  t h a t  i f  t h e
p r o b a b i l i t y  l e v e l  i s  c m s M e r e d ,  t h e  f l o w  i s  l i k e l y  t o
be l a m i n a r  a t  a  v a l u e  o f  R e y n o l d s  numbex* o f  a b o u t  62Ü, 
t r a n s i t i o n a l  a t  a  v a l u e  o f  R e y n o l d s  n u m b e r  b e t w e e n  
1 6 0 0  an d  1 8 0 0 ,  an d  t u r b u l e n t  a t  a  v a l u e  o f  R e y n o l d s  
n u m b e r  e q u a l  t o  2 5 7 0 *
I t  s e em e d  d o u b t f u l  w h e t h e r  t h e  f l e x i b l e  b e d  
u s e d ,  m a i n t a i n e d  t h e  l a m i n a r  f l o w ,  when c o m p a re d  w i t h  
r i g i d  b e d s  h a v i n g  t h e  same s h a p e  * The m a t e r i a l  u s e d  f o r  
t h e  b e d  may be t h o u g h t ,  p e r h a p s ,  t o  bo s o  t h i n  t h a t  
f l e x u r a l  w a v e s  e x i s t ;  t h i s  soem eu t o  be  t o d i c a t e d  by 
g r o s s  i n a t a b i l i t i e s  o b s e r v e d  i n  t h e  f l o w  when t h e  b e d  
was t e n s  io n o d  e n o u g h  t o  e n s u r e  t h a t  t h e  w h o l e  w i d t h  o f  
t h e  c h a n n e l  w as  w e t t e d #
O t h e r  f l e x i b l e  i a a , t e r i a l s  a r e  s u g g e s t e d  w h ic h  
a r e  t h o u g h t  p r o b a b l y  t o  h a v e  b e t t e r  s t a b i l i m t o g  e f f e c t  
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t o  INTRODUCTION
A s e r i e s  o f  p a p e r s  b y  K ra m e r  ( 8-g 3) 
a p p e a r e d  i n  w h i c h  h e  d e s c r i b e s -  e x p e r i m e n t s  c o n d u c t e d  
m a i n l y  o n  a  t o r % ) e d o - s h a p e d  b o d y  t o w e d  u n d e r  w a t e r .  I t  
i s  c l a i m e d  t h a t  a p p r e c i a b l e  d r a g  r e d u c t i o n s  w o re  f o u n d  
i n  c e r t a i n  c o n d i t i o n s ,  a n d  t h a t  t h i s  was  due  t o  t h e  
deimping d i s t r i b u t e d  o v e r  t h o  f l e x i b l e  s u r f a c e  • w h ich  
s t a b i l i s e d  t h e  f l o w  a n d  r e s u l t e d  i n  a n  i n c r e o , s e d  e x t e n t  
o f  l a m i n a r  b o u n d o , ry  l a y e r .  T h i s  m e c h a n i s m  o f  b o u n d a r y  
l a y e r  c o n t r o l  was s u g g e s t e d  t o  K ra m e r  b y  h i s  
m i c r o s c o p i c  s t u d i e s  o f  t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  s k i n  o f  a  
d o l p h i n ^ w h o s e  o u t s t a n d i n g  t o p  s p e e d  p e r f o r m a n c e  
s u g g e s t s  t h a t  t h e  dr<?.g c o e f f i c i e n t  o f  t h e  a n i m a l  i n  
t h e s e  c o n d i t i o n s  m u s t  h a v e  a  v a l u e  a p p r o p r i a t e  t o  w h o l l y  
l a m i n a r  f l o w .
K ram er '^ s  t e s t s  show ed  t h a t  o v e r  t h e  w h o le  
s p e e d  r a n g e  o f  t h e  t e s t s  t h e  d r a g  c o e f f i c i e n t  when t h e  
t o i ' p e d o - s h a p e d  b o d y  was f i t t e d  w i t h  f l e x i b l e  s u r f a c e s  
was a l w a y s  l e s s  t h a n  when t h e  s u r f a c e  was r i g i d .
S k i n s  o f  v a r y i n g  s t i f f n e s s e s  w e r e  t e s t e d ,  e a c h  
o v e r  a  r a n g e  o f  v a l u e s  o f  t n e  v i s c o s i t y  o f  t h e  d a m p in g
f l u i d .  The b e s t  r e s u l t s  a t  t o p  s p e e d  w e r e  o b t a i n e d  w i t h  
a  c o a t i n g  o f  s t i f f n e s s  80C l b / s q . i n c h / i n c h  w hen  f i l l e d
w i t h  d a m p in g  f l u i d  3OO c e n t i s t o k e s .  The d r a g  was t h e n  
59 p e r  c e n t  o f  t h a t  o f  t h e  r i g i d  s u r f a c e  m o d e l ,  w h ic h  
i m p l i e s  83 p e r  c e n t  l a m i n a r  f l o w ,  o r  a  f i v e  t i m e s  
i n c r e a s e  i n  t r a n s i t i o n  R e y n o l d s  n u m b e r .
S i m i l a r  p r o b l e m s  a r e  t h e o r e t i c a l l y  t r e a t e d  
b y  N o n w e i l e r ^ w h e r e  h e  d e v e l o p e d  a n  a p p r o p r i a t e  f o rm  
o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  s t a b i l i t y  e q u a t i o n  f o r  t h e  c o n d i t i o n  
w h e re  t h e  f l u i d  i s  i n  c o n t a c t  w i t h  a n  i s o t r o p i c  a n d  
h o m o g e n e o u s  e l a s t i c  m ed ium , a n d  o b t a i n e d  v a r i o u s  
a p p r o x i m a t e  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n s  f o r  c e r t a i n  t y p e s  o f  
s u r f a c e , so a s  t o  r e v e a l  q u a l i t a t i v e l y  t h e  o r i g i n  a n d  
c h a r a c t e r i s t i c s  o f  n e u t r a l  o s c i l l a t i o n s .  I n  t h e  w o rk e d  
s o l u t i o n  t h e ' e l a s t i c  medium i s  t r e a t e d  a s  n o n - d i s s i p a t i v e , 
a n d  t h e  i n t e r i o r  b o u n d a r y  i s  s u p p o s e d  e i t h e r  f i x e d ,  o r  
f r e e  o f  s t r e s s , o r  e x p o s e d  t o  f l u i d ,  t h e  b o u n d a r y  l a y e r ,  
i n  a d d i t i o n ,  i s  t r e a t e d  a s  t h a t  o v e r  a  f l a t  p l a t e  i n  a n  
i n c o m p r e s s i b l e  f l u i d .
The p u r p o s e  o f  t h e  w ork  d e s c r i b e d  i n  t h i s  t h e s i s  
i s  t o  i n v e s t i g a t e  t h e  s t a b i l i t y  o f  o p e n  c h a n n e l  f l o w  
o v e r  a  f l e x i b l e  b e d ,  w h i c h  i s  c l a m p e d  a l o n g  s i d e  s u p p o r t s  
p a r a l l e l  t o  t h e  f l o w  d i r e c t i o n ,  so  a s  t o  s u p p o r t  t h e  
f l u i d  by  t e n s i o n  a l o n e .  I n  e n d e a v o u r i n g  t o  e x a m in e  t h i s  
w ork  i n  r e l a t i o n  t o  t h a t  o f  K ra m e r ,  i t  i s  o f  c o u r s e  a t  
o n c e  e v i d e n t  t h a t  t h e  v a l u e  o f  R e y n o l d s  n u m b e r  f o r
'U'
t r a n s i t i o n  i s  n o t  , t h e  same f o r  f 3-0w i n  c h a n n e l s  a s  t h a t
f o r  a  f l o w  p a s t  a  p l a t e .  The b o u n d a r y  l a y e r  b e c o m e s
t u r b u l e n t  f o r  f l o w  p a s t  a  s e m i - i n f i n i t e  p l a t e  a t
R = m  ^  3 X 10^
X V
w h ere  x  i s  t h e  d i s t a n c e  f r o m  t h e  f o r w a r d  p o i n t  a n d  v i s  
t h e  k i n e m a t i c  v i s c o s i t y ,  o r  a t
= —  C i  1000
O V
when e v a l u a t e d  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  t h i c k n e s s  ô o f  t h e  
b o u n d a r y  l a y e r .  The v a l u e  o f  R e y n o l d s  n u m b e r  o f  
t r a n s i t i o n  f o r  f l o w  i n  o p e n  c h a n n e l s  i s
R = ^  S  5 0 0 ,
w h e r e  v  i s  t h e  m ean  v e l o c i t y  o f  f l o w  a n d  m i s  t h e
h y d r a u l i c  mean  d e p t h .
T h e r e  i s  a l s o  a  d i f f e x ' e n c e  b e t w e e n  t h e  
f l e x i b l e  m a t e r i a l  u s e d  f o r  t h e  c h a n n e l  b e d  a n d  t h a t  
u s e d  by  K r a m e r .  The b e d  m a t e r i a l  u s e d  c o n s i s t e d  o f  a  
t h i n  e l a s t i c  s h e e t i n g  o f  r u b b e r  0 . 0 2 3 " t h i c k ,  c l a m p e d  
a l o n g  t h e  s i d e  s u p p o r t s  o f  a. c h a n n e l ,  w h i l e  t h a t  o f  
K ra m e r  was a  h e a v y  r u b b e r  d i a p h r a m  0 . 0 8 "  t h i c k ,  
s u p p o r t e d  b y  a  m u l t i t u d e  o f  t i n y  r u b b e r  s t u b s  
r e p r e s e n t i n g  a  m u l t i t u d e  o f  c a p i l l a r y  d u c t s  w h ic h  c o u l d  
be  f i l l e d  w i t h  a  d o m p in g  f l u i d  o f  a p p r o p r i a t e  v i s c o s i t y .
H o w e v e r ,  N o n w e i l e r  s u g g e s t s  i n  h i s  t h e o r y  two
4'
i n t e r e s t i n g  c r i t e r i a  f o r  t h e  s t a b i l i t y  o f  t h e  b o u n d a r y  
l a y e r  i n  c o n t a c t  w i t h  a  f l e x i b l e  s k i n ,  a n d  a  a n a l o g y  
t o  t h e s e  c r i t e r i a  w i l l  be  u s e d  i n  t h i s  p r e s e n t  
i n v e s t i g a t i o n .  H i s  f i r s t  c r i t e r i o n  i s  t h a t  f o r  t h e  
e l i m i n a t i o n  o f  T o l l m i e n  S c h l i c h t i n g  w av e s  ( s m a l l  r e g u l a r  
o s c i l l a t i o n s  i n  t h e  l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  w h ic h  grow 
u p  when t h e  b o u n d a r y  l a y e r  b e c o m e s  t u r b u l e n t ) , we m u s t
3 Q o
make ( 6 ' ^ c ^ / a u ^ )  l e s s  t h a n  i n  r o u n d  n u m b e r s  -  s a y ,  2 0 0 0 , 
w h e re  0 i s  t h e  r a t i o  o f  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  e l a s t i c
Uc
s k i n  t o  ^  ,
k  i s  t h e  s u r f a c e  v e l o c i t y  g r o x l i e n t  o f  t h e  
b o u n d a r y  l a y e r ,
i s  t h e  s p e e d  o f  l o n g i t u d i n a l  w a v e s  i n  a n  
e x t e n s i v e  t h i n  p l a t e ,
0 i s  t h e  f l u i d  d e n s i t y / e l a s t i c  m edium  d e n s i t y ,  
a n d  u^ i s  t h e  f r e e  s t r e a m  s p e e d .
He p r e d i c t e d ^  t h a t  c.  ^ m u s t  be  b i g g e r  t h a n  u .  ,p 0
a s  a  s e c o n d  c r i t e r i o n  f o r  t h e  e l i m i n a t i o n  o f  t h e  f l e x u r a l  
m ode .  T h e n  t h e  minimum s p e e d  o f  p r o p a g a t i o n  o f  t h e  
f l e x u r a l  mode h a s  t o  be  c ^  w h e r e ,
3 . 2 1  4 . 1
12 + 0
t h i s  i s  o f  c o u r s e  a p p r o x i m a t e ,  a s  a  s i m p l e  c r i t e r i o n
— J-
h o w e v e r ,  t h i s  v a l u e  o f  ( w h i c h  i s  a l s o  i n v e r s e l y  
p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  l a r g e s t  wave l e n g t h  o f  a m p l i f i e d  
d i s t u r b a n c e s )  may y e t  h a v e  some r e l e v a n c e  t o  t h e  
e x t e n t  o f  a m p l i f i c a t i o n .
C l e a r l y ,  t o  make c^  l a r g e ,  we m u s t  t a k e
3 0 . p
(©“^ c l / o u ^ )  a s  c l o s e  t o  i t s  p e r m i s s a b l e  u p p e r  b o u n d  
( o f  2 0 0 0 ) a s  p o s s i b l e ,  a n d  make u ^ / c ^  a s  s m a l l  a s  
p o s s i b l e ,  a n d  n o t  m e r e l y  j u s t  l e s s  t h a n  u n i t y .
H o w e v e r ,  t h e s e  two c r i t e r i a  a r e  n o t  o f  c o u r s e  
a p p l i c a b l e  t o  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n .  An a n a l o g y  
c a n  p e r h a p s  be made f o r  c h a n n e l  f lo \ , '  by  f o r m i n g  s i m i l a r  
n o n - d i m e n s i o n a l  g r o u p s  r e l a t i n g  t h e  e l a s t i c  p r o p e r t i e s  
o f  t h e  m a t e r i a l  t o  some v a r i a b l e s  d e s c r i b i n g  t h e  f l o w .  
T h e s e  two c r i t e r i a  a n a l o g o u s  t o  t h o s e  o f  N o n w e i l e r  
w o u ld  t h e n  be
to  f o r  t h e  e l i m i n a t i o n  o f  t h e  
T o l l m i e n - S c h l i c h t i n g  wave s
r  t ^  N_ f o r  t h e  e l i m i n a t i o n  o f  t h e
™pv m ^  ^
f l e x u r a l  w av e s
w h e re  G i s  t h e  m o d u lu s  o f  r i g i d i t y  o f  t h e  e l a s t i c  
m a t e r i a l  i n  l b / f t . ^
t  i s  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  m a t e r i a l  i n  f t .
2
p i s  t h e  f l u i d  d e n s i t y  i n  •—  '''"8-— -
f t . ^
V i s  t h e  m ean  v e l o c i t y  o f  f l o w  i n  f t / s e c .
m i s  t h e  h y d r a u l i c  m ean  d e p t h  i n  f t . , a n d  
Ih , a r e  c o n s t a , n t s ,  t h e  v a l u e s  o f  w h ic h  a r e  n o t  y e t
Jl c. 
d e t e r m i n e d .
H o w e v e r ,  S e c t i o n  2 i n  t h i s  t h e s i s  i s  c o n c e r n e d  
v / i t h  t h e  c h o i c e  o f  t h e  e l a s t i c  m a t e r i a l  o f  t h e  b e d ,  a n d  
c o n t a i n s  a  d i s c u s s i o n  c o n c e r n i n g  t h e  e f f e c t  o f  i t s  
e l a s t i c  p r o p e r t i e s  on  t h e  two c r i t e r i a  m e n t i o n e d  o .bove,  
a s  w e l l  a s  a  s t u d y  o f  t h e i r  e f f e c t  on  t h o  b e h a v i o u r  o f  
t h i s  m a t e r i a l  a s  a  m em brane ( i t  w i l l  i n d e e d  be  show n 
t h a t  t h e  m a t e r i a l  o f  t h e  b e d  we c h o o s e  d o e s  b e h a v e  l i k e  
a  m e m b r a n e ) .  The p r o j ) e r t i e s  o f  t h e  m a t e r i a l  o f  t h e  
b e d ,  a n d  t h e  r e s u l t s  o f  t e s t i n g  i t  u n d e r  t e n s i o n  t o  f i n d  
t h e  m o d u l u s  o f  e l o n g a t i o n  a r e  a l s o  d i s c u s s e d  i n  b e c t i o n  2 . 
I n  S e c t i o n  3 ,  a  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  c h a n n e l  a n d  t h e  m e t h p d s  
o f  m e a s u r e m e n t s  a r e  g i v e n ,  o f  w h i c h  t h e r e  a r e  tw o :  t h e
r e s u l t s  f r o m  t h e  s e c o n d  m e th o d  o n l y  a r e  u s e d  s i n c e  i t  
g a v e  b e t t e r  a c c u r a c y .  I n  S e c t i o n  4 ,  t h e  m e t h o d s  o f  
c a l c u l a t i n g  t h e  f r e e  s u r f a c e  s l o p e ,  c o e f f i c i e n t  o f  f r i c t i o n  
a n d  R e y n o l d s  n u m b e r  f o r  s t e a d y  c h a n n e l  f l o w  a r e  g i v e n .
The e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  a n d  o b s e r v a t i o n  a r e  g i v e n  i n  
S e c t i o n  5.  I n  S e c t i o n  6 , t h e r e  i s  a  b r i e f  n o t e  a b o u t  
o t h e r  t e s t s  c o n d u c t e d  w i t h  t h e  f l e x i b l e  b e d  t e n s i o n e d
t o  e n s u r e  t h a t  t h e  w h o le  w i d t h  o f  t h e  c h a n n e l  was 
w e t t e d .  A s t a t i s t i c a l  a m l y s i s  i s  g i v e n  i n  S e c t i o n  7 
t o  f i n d  w h a t  t h e  m o s t  p r o b a b l e  v a l u e s  o f  R e y n o l d s  
n u m b e r  f o r  l a m i n a r ,  t r a n s i t i o n  a n d  t u r b u l e n t  f l o w s  a r e  
l i k e l y  t o  b e ,  a n d  t h e  c o n c l u s i o n s  w i l l  a l s o  be f o u n d  
i n  t h i s  s e c t i o n .
2 .  CHOICE, PROPBHI I B S ,  AI7D gESJCTG OP THE BED M2E~;IAI.
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2 . 1  CHOICE OF BED MATERIAL
C o n s i d e r i n g  N o n w e i le r" * s  c r i t e r i a ,  f o r  t h e  
e l i m i n a t i o n  o f  t h e  T o l l m i e n ^ S c h i i c h t i n g  w a v e s
03 c2
I  < 2 0 0 0  i . e .  0 <   2
o 0 / o  q
  (2.1 . 1 .)
a n d  f o r  t h e  e l i m i n a t i o n  o f  t h e  f l e x u r a l  w a v e s
;  3 p 1 4 1
% \  ^  0 . 4 2 /®
mrnmmf ^  *  I  ! ■ ■  5  "  '     ■> ■  C  a  6  — \  ■ ■  , . . . . . . . . . . . . . . .1 I p
Ô ^ \ a u ^ / \ u ^ y  1 2 + 0
i f  we p u t  s a y ,  e q u a l ' t o  u n i t y  a n d  o = 1 ,  i t
Ô
f o l l o w s  t h a t
® °4 1 2 + 0  i . e .  0 <  i _  °4
o u ^  0 . 4 2  o 30 G u ^ ^
( 2 . 1 . 2 . )
I f  we drav; t h e  g r a p h s  o f  0 = — 55. a n d
2 2
X ^ 4  ^0 = w  w h e r e  x  = ------^  , t h e s e  two g r a p h s  w i l l
0 u^  ^
i n t e r s e c t  a t  x  2 5 0 .
T h e r e f o r e  , w h ic h  i n d i c a t e s  t h e
maximum a l l o w a b l e  t h i c k n e s s ,  w h e re  no w a v e s  o f  e i t h e r  
k i n d  e x i s t  w i l l  b e  a p p r o x i m a t e l y  8 . ( s e e  f i g .  1 ) .
F-
The two a n a l o g o u s  c r i t e r i a  f o r  c h a n n e l  f l o w  
a r e  g i v e n  by
1 1 f o r  t h e  e l i m i n a t i o n  o f  t h e  f l e x u r a l  w av es
2P  ^ “ .................. (2.1.3.)
frt ya n d  ^ f o r  t h e  e l i m i n a t i o n  o f  t h e
~ p v  m"^  X  4
T o l l m i e n - S c h l i c h t i n g  w a v e s . ........................ ........................ .. ( 2 . 1 . 4 . )
• A r r a n g i n g  b o t h  c r i t e r i a  t o g e t h e r ,  we h a v e
^  k  2 ■ ■
I  ^   ^  rV T T " ( ' = 1 5 )
i p v ^ m ^  h ................................................... ......................................
t  ^Now, Y i s  a n a l o g o u s  t o  0 i n  N o n w e i l e r  s
h 2  ■ c|e3
c r i t e r i a  a n d  -=j > i s  a n a l o g o u s  t o  —d  ,
-gpv m u ^  0
t h e r e f o r e  a s  b e f o r e  we c a n  w r i t e
î l â  /  2L-
m ^  ^ 1
ATt  Q 4- tr
I f  we d raw  g r a p h s  o f  — = —  a n d  — = -to- , t h i s  w i l l
Jil J\, i i i  IN 2^
a l l o w  u s  t o  f i n d  t h e  r e g i o n  w h e re  t h e  f l e x u r a l  w av e s  a n d  
t h e  T o l l m i e n - S c h l i c h t i n g  w av e s  a r e  p r e s e n t  a n d  w h e re  t h e y  
a r e  a b s e n t  ( s e e  P i g .  1 ) ,
As a n  e x a m p l e ,  i f  we c o n s i d e r  a  v a l u e  o f  v  o f  
a b o u t  1 f t . / s e c . ,  a n d  a  v a l u e  o f ’m o f  a b o u t  0 . 0 6  f t . ,
•JLU-
T p o —4
t h e  v a l u e  o f  -gpv m"", w i l l  be  a p p r o x i r a a t e l y  35 % 10 l b .  
L e t  u s  c o n s i d e r  sorae e l a s t i c  m a t e r i a l s  o f  t h e  same 
t h i c k n e s s  s a y  0 . 0 2 " ,  b u t  o f  d i f f e r e n t  m o d u l i  o f
p . I - 2
r i g i d i t y .  The v a l u e  o f  s  p--p » v v i l l  b e  a b o u t  3 f o r
^ p v  m
s o f t  r u b b e r  s h e e t i n g  h a v i n g  a  m o d u lu s  o f  r i g i d i t y  o f  
a b o u t  3 0 p . s . i . ,  on  t h e  o t h e r  h a n d  d e a l i n g  w i t h  " M e l i n e x "  
w h ich  h a v e  a  m o d u l u s  o f  r i g i d i t y  o f  a b o u t  2 x  1 0 -^  p . s . i . ,
pt 4-. 2 3
t i i e  v a l u e  o f  , w i l l  b e  a b o u t  23 x  1 0 *^ .
>
I f  t h e r e  i s  a n y  r e l e v a n c e  o f  N o n w e i l e r  s 
c r i t e r i a  f o r  t h e  s t a b i l i t y  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  i n  
c o n t a c t  w i t h  a  f l e x i b l e  s k i n ,  t o  t h o s e  c r i t e r i a  f o r  t h e  
s t a b i l i t y  o f  f l o w  i n  o p e n  c h a n n e l s ,  t h e n  we w o u ld  g u e s s  a  
v a l u e  o f  i . e . ,  a b o u t  83 t i m e s  G c o n s i d e r e d  i f  t h e
s o f t  r u b b e r  i s  u s e d ,  a n d  a  v a l u e  o f  — i . e . ,
. 23 X 10-^
a b o u t  YoQ t i m e s  G i f  " M e l i n e x "  i s  u s e d .  R e f e r r i n g  t o
( P i g .  1)  i t  may b e  c l e a r  t h a t  by  i n c r e a s i n g  G, t h e
c o r r e s p o n d i n g  v a l u e  o f  —x  w i l l  d e c r e a s e ,  a n d  w i l lu^
p e r h a p s  p l a c e  t h e  m a t e r i a l  i n  t h o  r e g i o n  w h e r e  t h e
f l e x u r a l  w av e s  e x i s t .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  d e c r e a s i n g
G w i l l  i n c r e a s e  —  , w h ic h  w i l l  p l a c e  t h e  m a t e r i a l  \.-here
Ô
t h e  T o l l m i e n - S c h l i c h t i n g  w av es  e x i s t .  C l e a r l y  t h e r e  i s  
no m a t e r i a l  w i t h  a  m o d u lu s  o f  r i g i d i t y  l e s s  t h a n  t h a t  o f  
s o f  t  r u b b e r ,  so t h a t  s u c h  a  r e d u c t i o n  i n  G h a s  pr ise  t i c  all 
l i m i t s .  I t  w i l l  a l s o  be  i n t e r e s t i n g  t o  f i n d  t h e  c o n d i t i o n
■il-
t h a t  t h e  m a t e r i a l  u s e d  f o r  t h e  b e d  s h o u l d  b e h a v e  l i k e  
a  mem brane when s u b j e c t e d  t o  h y d r o - s t a t i c  p r e s s u r e .
F o r  t h i s  c o n d i t i o n  t o  be  f u l f i l l e d ,  t h e  b e n d i n g  moment 
due  t o  t h e  w e i g h t  o f  w atez '  o n  t h e  b e d  m u s t  b e  much l e s s  
t h a n  t h e  h o r i z o n t a l  c o m p o n e n t  o f  t h e  t e n s i o n  i n  t h e  . 
m a t e r i a l  t i m e s  t h e  d i s t a n c e  w here  t h e  m om en ts  a r e  t a k e n .  
How, by  t a k i n g  m om ents  a b o u t  0 (S e e  F i g .  2 ) , i t  f o l l o w s  
t h a t
T ^ .  L + M = V;x 
a n d  t h e  c r i t e r i a  w i l l  be  s a t i s f i e d ,  i f
   ( 2 . 1 . 6 . )
w h e re  M i s  t h e  b e n d i n g  moment
= EIÏC = oGIIC   ( 2 . 1 . 7 . )
E ,  G a r e  t h e  Young "s m o d u l u s  a n d  m o d u lu s  o f  r i g i d i t y  
r e s p e c t i v e l y ,  I  i s  t h e  s e c t i o n a l  moment o f  i n e r t i a  o f  
t h e  s k i n  = u n i t  s p a n ,
a i s  P o i s s o n  r a t i o
6K i s  t h o  c u r v a t u r e  —, 
w h e re  0 i s  t h e  i n c l i n a t i o n  o f  t h e  t a n g e n t  p l a n e  t o  t h e  
r u b b e r  t o  t h e  h o r i z o n t a l ,
w i s  t h e  w e t t e d  p e r i m e t e r
i s  t h e  h o r i z o n t a l  c o m p o n e n t  o f  t h e  t e n s i o n  , 
= c o t 0 , w h e re  i s  t h e  v e r t i c a l  c o m p o n e n t  o f  t h e
t e n s i o n  = pgA   ( 2 . 1 . 8 . , )
•12*
p i s  t h e  d e n s i t y  o f  w a t e r
a n d  A i s  t h e  c r o s s  s e c t i o n a l  a r e a  o f  f l o w ,
T h e r e f o r e  i f  we s u b s t i t u t e  ( 2 . 1 . 7 . ) ,  ( 2 . 1 . 8 . )  i n  ( 2 . 1 . 6 . ) ,  
i t  f o l l o w s  t h a t  Gt*  ^ m u s t  be  v e r y  s m a l l  c o m p a r e d  w i t h  
pgAwL i . e . ,
G t^  pgAwL    ( 2 . 1 , 9 . )
I n  t h e  t a b l e  b e l o w , ' w e  g i v e  a  c o m p a r i s o n  
b e tw e . j i i  d i f f e r e n t  m a t e r i a l s  t o  f i n d  t h e  s u i t a b l e  t h i c k n e s s  
w h ic h  s a t i s f i e s  t h e  c r i t e r i a  ( 2 . 1 . 9 . ) ,  a s s u m i n g  t h a t
3
Gt m u s t  be  l e s s  t h a n  o r  e q f i a l  t o  0 . 0 0 1 ,  s a y ,  t i m e s  
pgAwL. V/e w i l l  c o n s i d e r  a  v a l u e  o f  pgA o f  , s a y ,
2 l b / f t . ,  a  v a l u e  o f  t h e  w e t t e d  p e r i m e t e r  o f ,  s a y ,  0 . 5  f t  
a n d  a  v a l u e  o f  1  a b o u t  0 . 3  f t .  , t h e  p r o d u c t  pgiVwL, v ù l l  
be  t h e n  0 . 3  l b / f t . ,  a n d  Gt^  m u s t  be  a b o u t  3 x  1 0 ”"^ l b / f t .  , 
o r  l e s s .
MATERIAL
M e l i n e x
A lu m in iu m
F o i l
S o f t
R u b b e r
S t r o n g
R u b b e r
9 7
E 0 G 4 _u
5 X 1 0 ^ 0.38 2 X 10 5 0 . 0 0 2 o r l e s s
10 X 10^ 0 . 3 8 38 X 1 0 ^ 0 . 0 0 1 o r l e s s
1 0 ^ 0 . 3 3 33 0 . 0 5 0 X' l e s s
12 X 10 0 . 3 3 4 X 1 0 ^ 0 . 0 1 o r l e s s
■13-
w h e re  E i s  Young  s K o d u l u s  ( p . s . i . )
n
a = ^  i s  P o i s s o n  R a t i o
G i s  M o d u lu s  o f  R i g i d i t y  ( p . s . i * )
t  ( i n c h e s )  i s  t h i c k n e s s  o f  t h e  m a t e r i a l  gvh ich
s a t i s f i e s  t h e  c r i t e r i o n  o f  t h e  b e h a v i o u r  l i k e  a  m e m b r a n e .
The m a t e r i a l s  c o m p a r e d  a r e  " M e l i n e x "  p o l y e s t e r
f i l m  (v /h ich  i s  t h e  1 *0 . 1 . , t r a d e  name f o r  p o l y e s t e r  f i l m
made f ro m  p o l y e t h y l i n e  t e r p h t h a l a t e , t h e  same raw  m a t e r i a l
a s  u s e d  f o r  t h e  m a n u f a c t u r e  o f  " T e r y l e n e "  f i b r e s ) ,
a l u m i n i u m  f o i l ,  s o f t  a n d  s t r o n g  v u l c a n i s e d  r u b b e r .  Any
o f  t h e s e  m a t e r i a l s  w i t h  t h e i r  v a l u e s  f o r  t h e  m o d u l u s  o f
r i g i d i t y  a n d  t h e i r  v a l u e s  f o r  t h e  t h i c k n e s s  a s  m e n t i o n e d
a b o v e  i n  t h e  t a b l e  w i l l  s a t i s f y  t h e  c r i t e r i o n  ( 2 . 1 . 9 . )
f o r  t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  m a t e r i a l  l i k e  a  m e m b ra n e .
How a n y  o f  t h e s e  m a t e r i a l s  w h i c h  w i l l  s a t i s f y
a l s o  t h e  two c r i t e r i a  f o r  t h e  e l i m i n a t i o n  o f  T o l l m i e n -
S c h l i c h t i n g  w av es  a n d  t h e  f l e x u r a l  w av es  c a n  be c h o s e n
f o r  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n .  F i t h  " M e l i n e x "  t h e  v a l u e  
r  t ^o f  w i l l  be  a b o u t  230 w h ic h  i s  a b o u t  92 p e r  c e n t '
p p v  ni'
o f  t h a t  o f  t h e  c r i t i c a l  v a l u e  o f  ( 2 5 0 ) ,  w i t h  A lu m in iu m  
F o i l s  t h i s  v a l u e  i s  1080  w h ic h  i s  a b o u t  430 p e r  c e n t  o f  
t h e  c r i t i c a l  v a l u e ,  w i t h  s o f t  r u b b e r s ,  t h e  v a l u e  i s  2 3 . 6  
w h ic h  i s  a b o u t  9 * 4  p e r  c e n t ,  a n d  w i t h  s t r o n g  r u b b e r s  t h e  
v a l u e  i s  1 1 4 0 ,  w h ic h  i s  a b o u t  456 p e r  c e n t  o f  t h a t  o f  t h e
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c r i t i c a l  v a l u e . I t  seem s t h e r e i c r e  t h a t  t h e  a l u m i n i u m  
f o i l  a n d  t h e  s t r o n g  r u b b e r  w i l l  n o t  b e  c o n s i d e r e d  a t  a l l ,  
s i n c e  t h e y  do n o t  s a t i s f y  t h e  c r i t e r i a  f o r  t h e  e l i m i n a t i o n  
o f  t h e  T o l l m i e n - S c h l i c h t i n g  w av es  a n d  t h e  f l e x u r a l  w a v e s .  
I t  s eem s  a l s o  t h a t  " M e l i n e x "  i s  t h e  m o s t  s u i t a b l e  
m a t e r i a l  a n d  t h e  s o f t  r u b b e r  comes a f t e r  i t  i n  % ) r o f e r e n c e .
V/hen vve t h o u g h t  a b o u t  c h o o s i n g  t h e  i m a t e r i a l ,  i t  
s e e m e d  d o u b t f u l  w h e t h e r  t h e r e  was a n y  l i k e l y  r e l e v a n c e  
b e t w e e n  N o n w e i l e r c r i t e r i o n  f o r  s t a b i l i z i n g  t h e  b o u n d a r y  
l a y e r ,  a n d  t h o s e  c r i t e r i a  f o r  s t a b i l i z i n g  t h e  f l o w  i n  
o p e n  c h a n n e l s .
M e r e l y  b e c a u s e  i t  was e a s i l y  a v a i l a b l e ,  a  s h e e t  
o f  s o f t  v u l c a n i z e d  r u b b e r ,  0 , 0 2 3 " t h i c k  was u s e d  f o r  o u r  
i n v e s t i g a t i o n ,  a n d  now t h a t  t h e  e x p e r i m e n t s  a r e  c o m p l e t e  
i t  a p p e a r s  t h a t  s u c h  m a t e r i a l  i s  t o  b e  l o l a c e d  on  t h e  
b o r d e r s  o f  t h e  r e g i o n  w h e re  t h e  f l e x u r a l  w a v e s  e x i s t .
2 . 2  PROPERTIES OF THE ELASTIC MATERIAL
The m a t e r i a l  u s e d  f o r  t h e  c h a n n e l  b e d  was a  
t h i n  s h e e t i n g  o f  s o f t  v u l c a n i z e d  r u b b e r  ( r u b b e r  t h r e a d  
505 c o u n t  6011  q u a l i t y ) .  T h i s  r u b b e r  was s u p p l i e d  by  
D u n lo p  R u b b e r  Company.
w'i th  s o f t  r u b b e r s  e l o n g a t i o n  o f  a b o u t  1000  p e r  
c e n t  ( g r e a t e r  t h a n  t h o s e  p o s s i b l e  w i t h  o r d i n a r y  s o l i d s
by  a  f a c t o r  o f  10^ )  a r e  o b t a i n a b l e  w i t h  r e l a t i v e l y  s m a l l  
d e v i a t i o n s  f ro m  c o m p l e t e  r e v e r s i b i l i t y .  The s t r e s s - s t r a i n  
c u r v e s  h a v e  a n  u n u s u a l  3 -  f o r m ,  t h e  Y o u n g ' s  m o d u l u s  a t  
f i r s t  d e c r e a s i n g  w i t h  i n c r e a s i n g  s t r a i n  u n t i l  i t  i s  o f  
t h e  o r d e r  o f  a b o u t  one  t h i r d  i t s  v a l u e  f o r  s m a l l  s t r a i n s ,  
a n d  t h e r e a f t e r  i n c r e a s i n g  m o re  a n d  mo ire r a p i d l y .  The 
m o d u l u s  o f  r i g i d i t y  (O)  ^ , i s  e q u a l  t o  . ( T h i s  s i m p l e
r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  s h e a r  m o d u lu s  a n d  Y o u n g ' s  m o d u l u s  
h o l d s  o n l y  i f  t h e  p o l y m e r  r e m a i n s  a t  a  c o n s t a n t  vo lu m e  
d u r i n g  t h e  d e f o r m a t i o n ,  i . e . ,  c a n  be c o n s i d e r e d  a s  
" i n c o m p r e s s i b l e " .  T h i s  w i l l  b e  t n a e  f o r  a l l  s o f t  p o l y m e r s )
■lb-
2o3 TESTING- OF THE RUBBER
A p i e c e  o f  s o f t  v u l c a n i z e d  r u b b e r  o f  
l e n g t h  = 2 0 " b r e a d t h  -  1 " a n d  t h i c k n e s s  = 0 * 0 2 3 " ?
was t e s t e d  u n d e r  t e n s i o n  by  c l a m p i n g  i t  b e t w e e n  two p a i r s  
o f  a l u m i n i u m  a n g l e s  a s  show n i n  ( F i g .  3 ) .  W e i g h t s  w ere  
s u s p e n d e d  f r o m  t h e  l o w e r  p a i r  o f  a n g l e s *  A v e r t i c a l  
scoHe was u s e d  f o r  m e a s u r i n g  t h e  e x t e n s i o n  i n  t h e  r u b b e r  
c o r r e s p o n d i n g  t o  e a c h  l o a d .  The s t r e s s e s  w ere  c a l c u l a t e d  
f o r  e a c h  l o a d i n g  b a s e d  o n  t h e  o r i g i n a l  c r o s s  s e c t i o n a l  
a r e a  o f  t h e  t e s t e d  p i e c e .  The s t r a i n s  w e re  a l s o  c a l c u l a t e d  
f o r  e a c h  l o a d i n g .  The r e s u l t s  o b t a i n e d  a r e  t a b u l a t e d  i n  
T a b l e  1 ,  a n d  t h e  r e l a t i o n  b e t w e e n  s t r e s s  a n d  s t r a i n  i s  
r e p r e s e n t e d  i n  F i g .  4 . a ,  f r o m  w h i c h  i t  i s  f o u n d  t h a t  f o r  
v e r y  s m a l l  p e r c e n t a g e s  o f  e l o n g a t i o n  t h e  s t r e s s  i s  n e a r l y  
p r o p o r t i o n a l  t o  s t r a i n  ox- i n  o t h e r  w o rd s  t h e  r e l a t i o n  
b e t w e e n  t h e  s t r e t c h i n g  f o r c e  c,nd t h e  e x t e n s i o n  o b e y s  
Hook s l a w .
The e x p e r i m e n t a l  s t r e s s / s t r a i n  c u r v e  may be  
c o m p a r e d  \ v i t h  t h e  m a n u f a c t u r e r ’s ( D u n lo p  R u b b e r  Company) 
c u r v e  ( F i g .  4 b ) , a n d  i t  i s  f o u n d  t h a t  t h e y  a r e  b o t h  n e a r l y  
i d e n t i c a l  f o r  a  r a n g e  up  t o  70 p e r  c e n t  e l o n g a t i o n .
I t  i s  now i m p o r t a n t  t o  d i s c o v e r  i n  w h i c h  r a n g e  
o f  t h e  s t r e s s / s t r a i n  c u r v e  uhe l u b b e r  e x t e n d s  u n d e r  t h e
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p r e s s u r e  01 w a t e r .  T h i s  i s  i 'e .u id  b y  c a l e u i a t i t x s :  s t r o :  
i n  t h e  m a t e r i a l  due  t o  t h e  ed g e  t e n s i o n  p e r  u n i t  l e n g t h  
i n  t h e  r u b b e r .
The v e r t i c a l  c o m p o n e n t  o f  t h e  e d g e  t e n s i o n  p e r  
u n i t  l e n g t h  c a n  be  i n f e r r e d  a s
V  = , i f  t h e  c h a n n e l  s l o p e  i s  s m a l l
V
w h e re  v  i s  t h e  m ean  v e l o c i t y  f l o w  a n d  i s  t h e  v e r t i c a l  
■component o f  e d g e  t e n s i o n .  The r e s u l t a n t  t e n s i o n  i n  t h e  
m a t e r i a l  i s
Tv
T = ' ( w h e re  0 i s  t h e  i n c l i n a t i o n  o f
t h e  t a n g e n t  p l a n e  t o  t h e  r u b b e r  b e d  t o  t h e  h o r i z o n t a l ) .  
T h e r e f o r e
m ÿ M .
s i n  0
I f  pgA i s  g i v e n  t h e  v a l u e  2 l b / f t .  , s a y  a n d  0 
i s  45^ ,  s a y ,  
t h e n
T = 2 . 8 8  l b / f t .
C o n s i d e r i n g  t h e  s t r e s s  i n  t h e  r u b b e r  a t  one 
s i d e  o n l y ,  t h e  s t r e s s  p e r  u n i t  l e n g t h  i s  e q u a l  t o
T = -14-t r-rd - l  = 750 l b / f t .  32Ag “ 2 X Ü T D T 3
w h e re  A i s  t h e  a r e a  o f  t h e  c r o s s  s e c t i o n  o f
t h e  r u b b e r
-J.Ü-
T h e r e f o r e  s t r e s s  = 5 . 2 1  p . s . i .
T h i s  v a l u e  o f  t h e  s t r e s s  c o r r e s p o n d s  t o  5 . 2 1  p e r  
c e n t  e l o n s ^ a t i o n  a n d  t h e  v a l u e  o f  Y o u n g ’s r a o d u lu s  v a i l  he 
a p p r o x i m a t e l y  100 p . s , i . ,  w h ic h  c o r r e s p o n d s  t o  a  v a l u e  
o f  t h e  m o d u l u s  o f  r i g i d i t y  ( g )  o f  3 3 . 3  p . s . i .
3jl De s c r i p t i o n  oj? t h s  a p p a h a t u s  and i :ethogg  e g
3 . 1  THE APPARATUS
The a p p a r a t u s  c o n s i s t s  o f  a  pump u n i t ,  20 f o o t  
f l o w  c h a n n e l  w i t h  g l a s s  heel a n d  s i d e s ,  c o l l e c t i n g  t a n k  
6 f t  X 3 f t  X 1 f t  6 i n ,  , a n d  a  h a s e  tan lc  l 8  f t  x  3 f t  x 
1 f t  9 i u ^ , a l l  c o n n e c t e d  i n  a  c l o s e d  c i r c u i t .  The 
c o l l e c t i n g  tan lc  i s  f i x e d  on  a  w e i g h i n g  m a c h i n e  ( r e a d i n g  up  
t o  2500 I h . )  a t  t h e  d o w n - s t r e a m  en d  o f  t h e  c h a n n e l .
The c h a n n e l  i s  m o u n te d  on  a  t r u s s  s u p y ^ o r te d  a t  
two p o i n t s ,  o n e  h e i n g  a  f i x e d  p o i n t  a n d  t h e  o t h e r  a  j a c k .
A f t e r  r e m o v i n g  t h e  g l a s s  s i d e s  o f  t h e  c h a n n e l  t h e  
r u h h e r  h o d  was c la i i iped  on  t o  t h e  two p a r a l l e l  a n g l e s  
s u p p o r t i n g  t h e  c h a n n e l .  The r u h h e r  h e d  a c t e d  a s  a  t h i n  
e l a s t i c  s u r f a c e  e x p o s e d  t o  f l u i d  a b o v e ,  a n d  u n s u p p o r t e d  
he  low ' , a n d  so t h e  f  l u i  d was s u p p o r t e d  hy  t h e  t e n s i o n  i n  t h e  
r u h h e r  b e d  ( P i g .  5 ) .
The s l o p e  o f  t h e  c h a n n e l  was a l t e r e d  a s  r e q u i r e d  
h y  m e an s  o f  t h e  j a c k .  A t  t h e  u p s t r e a m  e n d  a  f o r m e d  s p i l l w a y  
r e s t e d  on  t h e  o r i g i n a l  h e d  o f  t h e  c h a n n e l ,  a n d  t h e  r u h h e r  
h e d  was s a n d w i c h e d  b e t w e e n  t h e  s p i l l w a y  a n d  t h e  m o d e l l i n g ;  
c l a y  w h ic h  c o v e r e d  t h e  s p i l l w a y .  The c l a y  was p a i n t e d  w i t h  
a  w a t e r p r o o f  p a i n t  so  a s  t o  p r e v e n t  t h e  d i r e c t  c o n t a c t  o f  
w a t e r  w i t h  t h e  c l a y .  T h i s  was done  t o  e n a b l e  s m o o th  e n t r y
- 2 0 -
o f  t h e  f l o w  t o  t h e  r u b b e r  b e d  a n d  t o  m i n i m i z e  t h e  e n t r y  
l o s s e s  ( P i g .  6 ) .
3 . 2  METHOD:) OP MEASUREM3ETTS
Two m ethods  Of m easu rem en ts  were u s e d  to  o b t a i n
th e  v a r i a b l e s  d e s c r i b i n g  t h e  f lo w ,  each  m ethod  w i l l  be 
d e s c r i b e d  i n d i v i d u a l l y  be lo w .
3 . 2 . 1  PIRST METHOD OP MEASUREMENT
( a )  The d i s c h a r g e  Q was m e a s u r e d  b y  c o l l e c t i n g  a
c e r t a i n  q u a n t i t y  o f  w a t e r  (lOOO l b s . )  i n  t h e  c o l l e c t i n g  t a n ic ,  
t h e  t i m e  " t "  t a k e n  f o r  c o l l e c t i n g  t h i s  a m o u n t  was m e a s u r e d  
by  m e an s  o f  a n  e l e c t r i c  s t o p  t i m e r  m e a s u r i n g  t o  w i t h i n
o f  a  s e c o n d ,
(b )  The w i d t h  o f  t h e  f r e e  s u r f a c e  was m e a s u r e d  by
e x p o s i n g  t h e  w a t e r  s u r f a c e  t o  a  l i g h t i n g  s o u r c e ,  so a s  t o  
make t h e  two e n d  l i n e s  o f  t h e  f r e e  s u r f a c e  c l c a i ' l y  o b s e r v a b l e
b y  l o o k i n g  u n d e r n e a t h  t h e  r u b b e r  b e d  ( P i g ,  7 ) .
A m i c r o m e t e r  h e i g h t  g a u g e  w h ic h  m e a s u r e s  v e r t i c a l
o r d i n a t e s  t o  0 . 0 0 1  o f  a n  i n c h  ( P i g .  8 ) was d e s i g n e d  f o r  t h e
p u r p o s e  01 m e a s u r i n g  t h e  w a t e r  p r o f i l e .  The m i c r o m e t e r  
s l i d e s  on  a  12 i n c h  s c a l e  f i x e d  a t  t h e  s e c t i o n  w h ere  t h e  
m e a s u r e m e n t s  h a v e  t o  be  t a k e n .  By m e an s  o f  t h e  i n d e x  m a rk  
on  t h e  b a s e  o f  t h e  m i c r o m e t e r  t h e  two e n d  p o i n t s  ( a , c )  o f  
t h e  f r e e  s u r f a c e  w ere  p r o j e c t e d  on  t h e  1 2 ” s c a l e .  By 
r e a d i n g ;  t h e  d i s t a n c e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  ( a , c )  o n  t h e  s c a l e  
a n d  s u b t r a c t i n g  ( a )  f r o m  ( c )  , t h e  w i d t h  (b = c -  a )  was 
o b t a i n e d .
IX-
( c )  I n  t h e  f i r s t  s e t  o f  e x p e r i m e n t s ,  t h e  v e r t i c a l -
o r d i n a t e s  o f  t h e  p r o f i l e  w ere  m e a s u r e d  b y  t_ie m i c r o m e t e r
a t  e q u a l  d i s t a n c e s  a p a r t  o f  one  i n c h .  The f i r s t  a n d  l a s t  
o r d i n a t e s  w e re  m e a s u r e d  o u t s i d e  t h e  f r e e  s u r f a c e  o f  t h e  r u b b e r  
j u s t  f o r  t h e  s a k e  o f  c o m p l e t i n g  t h e  p r o f i l e .
The two o r d i n a t e s  a t  t h e  end p o i n t s  ( a , c )  were 
n o t  I’e c o r d e d  b u t  were o b t a i n e d  by g r a p h i c a l  i n t e r p o l a t i o n .
A l l  t h e  o r d i n a t e s  r e a d  w ere  p l o t t e d  f u l l  s c a l e , 
a n d  a  p l a n i m e t e r  was u s e d  f o r  m e a s u r i n g  t h e  a ' r e a s  o f  f l o w  
a t  t h e  d i f f e r e n t  s e c t i o n s  ( P i g .  9 )*
( d )  The d e p t h  o f  f l o w  " h ” was m e a s u r e d  f ro m  t h e  
d r a w i n g  a t  s e c t i o n  6 ” w h ic h  was c l o s e  t o  t h e  p o i n t  o f  
maximum d e p t h .  An o r d i n a r y  s c a l e  d i v i d e d  t o  o f  a n  i n c h  
was  u s e d  f o r  t h i s  m e a s u r e m e n t .
( e )  I n  t h e  f i r s t  s e t  o f  e x p e r i m e n t s ,  t h e  w e t t e d
p e r i m e t e r  "W” was m e a s u r e d  b y  m ean s  o f  a  map m e a s u r e r .
( f )  The s l o p e  o f  t h e  g l a s s  b e d  , was m e a s u r e d  b y  
c l o s i n g  t h e  d o w n - s t r e a m  e n d  by  a  g a t e ,  p u m p in g  a  q u a n t i t y  
o f  w a t e r  t o  t h e  c h a n n e l  a n d  l e a v i n g  i t  f o r  a  few  m i n u t e s  
u n t i l  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  w a t e r  s e t t l e d .  T h e r e a f t e r  two 
m e a s u r e m e n t s  o f  t h e  d e p t h  o f  w a t e r  a t  d i f f e r e n t  p o i n t s  w ere  
t a k e n  by  m ean s  o f  a  p o i n t e r  \ à t h  a  v e r n i e r  c a r r i e d  o n  a  
t r a v e l l i n g  c a r r i a g e  a n d  m o v in g  on  t h e  two r a i l s  m o u n te d  on  
t h e  a n g l e s  s u p p o r t i n g  t h e  c h a n n e l .
E r r o r s  a r o s e  f ro m  t h e  g r a p h i c a l  c o n t r u c t i o n  ^ f  t h e
np r o f i l e s  a n d  t h e  meas ux ’e r ae n t s  made f r o m  t h e m .  By t r .e  
m e t h o d  f i r s t  d e s c r i b e d ,  t h e s e  w o u l d  be  p r e s e n t  i n  t h e  a r e a , 
t i i e  d e p t h  o f  f l o w  a n d  t h e  w e t t e d  p e r i m e t e r .
The m e t h o d  o f  m e a s u r i n g  t h e  s l o p e  was n o t  p r a c t i c a l  
b e c a u s e  r e p l a c i n g  an d  r e m o v i n g  t h e  g l a s s  s i d e s  ^proved t o o  
l a b o r i o u s ,
None o f  t h e  r e s u l t s  b a s e d  o n  t h i s  m e t h o d  o f  
m e a s u r e m e n t  a r e  g i v e n  i n  t h e  t h e s i s .  The f o l l o w i n g  m e t h o d  
o f  m e a s u r e m e n t  p r o v e d  t o  be T O o re  a c c e p t a b l e .
3 . 2 . 2  SECOND METHOD OP MEAdURZBTENT
The d i s c h a i ' g e  a n d  t h e  w i d t h  o f  t h e  f r e e  s u r f a c e
w e r e  m e a s u r e d  b y  t h e  m e t h o d  d e s c r i b e d  i n  ( 3 . 2 . 1 . ) ,
The f o l l o w i n g  m e a s u r e m e n t s  w o r e ,  h o w e v e r ,  t a k e n
i n  a  d i f f e r e n t  way .
( a )  I n  s u b s e q u e n t  s e t s  o f  e x % ) e r i m e n t s , t h e  o r d i n a t e s ,
i n c l u d i n g  t h o s e  a t  t h e  end  p o i n t s  were  m e a s u r e d  a t  a  
s p e c i a l l y  s e l e c t e d  s e t  o f  p o i n t s ,  t o  s u i t  a  n u m e r i c a l  
q u a d r a t u r e  f o r m u l a e .  The n u m e r i c a l  q u a d r a t u r e  f o r m u l a  u s e d  
was  one d e s c r i b e d  b y  P r o f e s s o r  T . R . P .  N o n w e i l e r ,  s e e  
( a p p e n d i x  I )  a s
I r  1
f ( x )  dx = ( c  -  a ) <  0 . 0 2 3 8 1  I f  ( x l )  + f ( x 7 ) |  -i- 0.13841
f (x2 )  + f ( x 6 ) J  L
I"” *1 I* **1 I '+ 0.21586 ! f ( x 3 ) + f(x5 )J + 0.24384 | f (x 4 )j .V..  (3 .2.2.1)
wh e r e
== a
= a 0 . 0 8 4 8 9 ( 0  - a )
= a *1* 0 . 2 6 5 5 7 (0  - a )
= a -f 0 *5 (0  “  a )
X5 == a 0 . 7 3 4 4 2 ( c  - a )
: a "T 0 . 9 1 5 1 1 ( 0  - a )
: a 4- (c  -  a )  -  C
E v i d e n t l y  ( a , c )  i n  t h e  p r e s e n t  c o n t e x t  a r e  t h e  
e n d  p o i n t s  o f  t h e  f r e e  s u r f a c e ,
f  = ÿ  -  ? ! >  = y  -  72
w h e r e
7 =  + y ?
a n d  y ^ ,  y ^   h r e  t h e  m e a s u r e d  o r d i n a t e s .
T h i s  m e t h o d  r e d u c e d  t h e  e r r o r s  i n h e r e n t  i n  t h e  
g r a p h i c a l  m e t h o d ,  a n d  s i m p l i f i e d  t h e  e v a l u a t i o n  o f  t h e  a r e a s ,  
( h )  The d e p t h  o f  f l o w  ( h )  a t  t h e  l o w e s t  p o i n t  o f  t h e
r u b b e r  b e d  i s
( y  “  y q )  = ^*(^4 )
A l l  t h e  v a l u e s  o f  f ( x ^ ) , f ( Xg) ,  . . . . .  a r e  t a b u l a t e d
i n  ( T a b l e  2 ) ,  a n d  t h e  v a l u e s  o f  A, b a n d  h  a r c  t a b u l a t e d  
i n  ( T a b l e  3 ) .
( c )  The w e t t e d  p e r i m e t e r  (w) was  c a l c u l a t e d  a s  w ' i l l  be
sh ow n i n  t h e  n e x t  s e c t i o n  f r o m  t h e  v a l u e s  o f  ^  a n d  A / b ^ .
_ y ZL.
( d )  The s l o p e  o f  t h e  g l a s s  b e d  ” S ” , was  m e a s u r e d  i n
d e g r e e s  a n d  m i n u t e s  b y  a  c l i n o m e t e r  a t  e a c h  s e c t i o n  o f  t h e  
c h a n n e l .  I t  was f o u n d  t h a t  t h e  s l o p e  d i f f e r e d  f r o m  one 
s e c t i o n  t o  t h e  o t h e r ,  w h i c h  m e an s  t i i a t  t h e  g l a s s  b e d  was n o t  
q u i t e  p l a n e .
The s e c o n d  m e t h o d  o f  m e a s u r e m e n t  was a p p l i e d  t o  
e x p e r i m e n t s  (7 -  1 5 ) .  To o b t a i n  r e s u l t s  f o r  t h e  e a r l i e r  
e x p e r i m e n t s  ( l  -  6) o f  c o m p a r a b l e  a c c u r a c y ,  a  n u m e r i c a l  
t e c h n i q u e  o f  c u r v e  f i t t i n g  was a p p l i e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  
a r e a ,  t h e  d e p t h  o f  f l o w  a n d  t h e  w e t t e d  p e r i m e t e r .  T h i s  
m e t h o d  o f  i n t e r p o l a t i o n  w i l l  be e x p l a i n e d  i n  s e c t i o n  ( 3 . 4 ) ,  
a n d  s u p e r c e d e s  t h e  g r a p h i c a l  m e t h o d  d e s c r i b e d  i n  s e c t i o n  
( 3 . 2 . 1 ) .
3 . 3  SHAPE OP RH13BÏÏR DPPC.RÎ.TED BY WATER PRESSURE
To f i n d  t h e  s h a p e  o f  t h e  r u h h e r  h e d  d e f o r m e d  h y  
w a t e r  p r e s s u r e ,  i t  was t r e a t e d  a s  a  membran e  s u b j e c t e d  t o  
h y d r o - s t a t i c  p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n .  I t  was  f o u n d  t h a t  t h e  
e q u a t i o n  o f  t h e  s u r f a c e  c a n  h e  d e s c r i b e d  i n  t e m s  o f  e l l i p t i c  
f u n c t i o n s  ( s e e  a p p e n d i x  I I ) .
The w e t t e d  p e r i m e t e r y - i s
W = ^  K(k )  ...............   ( 3 . 3 . 1 . )
j
w h e r e  h  i s  t h e  maximum d e p t h ,  k  i s  a  “ s h a p e  p a r a m e t e r ” a n d
H(k )  i s  a  c o m p l e t e  e O . l i p t i c  i n t e g r a l  o f  f i r s t  k i n d .
The w i d t h  o f  t h e  f r e e  s u r f a c e  i s
l3 = -  f2E (k)  -  K(k)J ..........  ( 3 . 3 . 2 . )
k  *•
w h e r e  E -  E ( k )  i s  a  c o m p l e t e  e l l i p t i c  i n t e g r a l  o f  s e c o n d  
k i n d .
The c r o s s  s e c t i o n a l  a r e a  o f  t h e  p r o f i l e  i s  
2
A = -  (1  ~ k ^ )  ................................................... . ( 3 . 3 . 3 . )
k
a n d  t h e  d e p t h / w i d t h  r a t i o  i s
h / b  = - — ^ ......    ( 3 . 3 . 4 . )
(2E -  k )
F i n a l l y  6o i s  t h e  v a l u e  o f  0 a t  t h e  f r e e  s u r f a c e
i . e .  ( t h e  i n c l i n a t i o n  o f  t h e  t a n g e n t  p l a n e  t o  t h e  r u b b e r
h e d  a t  t h e  f r e e  s u r f a c e  t o  t h e  h o r i z o n t a l ) , t h e n  t h e  s h a p e
parameter may be i n t e r p r e t e d  as
k  = s i n  1 ^    ( 3 . 3 . 5 . )
V a l u e s  o f  (2E)  , (K) , (2E -  If) a r e  o b t a i n e d  f r o m
( 8 )
t h e  t a b l e s  o f  e l l i p t i c  i n t e g r a l s ,  a n d  a r e  t a b u l a t e d  i n  
( T a b l e  4 ) ,  f o r  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  6 o .  T a b l e  ( 4 )  a l s o  g i v e s  
t h e  v a l u e s  o f  h / b , A / b ^  a n d  w / b , The v a r i a t i o n  o f  ^  v e r s u s  
a n d  o f  4  a n d  s e c 0  v e r s u s  è  a r e  a l l  shown g r a p h i c a l l yb^  e
i n  F i g u r e  ( l O ) .
h  AThe e x p e r i m e n t a l  v a l u e s  o f  ^  v e r s u s  a r e
b''-
r e p r e s e n t e d  o n  t h e  same f i g u r e .  I t  i s  s e e n  t h a t  m o s t  o f  
t h e  p o i n t s  l i e  v e r y  c l o s e  t o  t h e  t h e o r e t i c a l  c u r v e .  T h i s  
m e a n s  t h a t  t h e  a c c u r a c y  o f  m e a s u r e m e n t  i s  q u i t e  a c c e p t a b l e ,  
a n d  t h a t  t h e  t h e o r e t i c a l  m o d e l  a s s u m e d  i s  a d e q u a t e .
The v a l u e s  o f  ^  a r e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  t h e o r e t i c a l
c u r v e  o f  “  v e r s u s  f r o m  w h i c h  w ( t h e  w e t t e d  p e r i m e t e r )  i s
2f o u n d .  The v a l u e s  o f  h / b ,  A /b  a n d  w/b  a r e  t a b u l a t e d  i n  
( T a b l e  5 ) .
I t  i s  w o r t h w h i l e  m e n t i o n i n g  t h a t  A,  h  a n d  w a i ' e  
t h e  m e a s u r e d  v a l u e s  o f  t h e  c r o s s  s e c t i o n a l  a r e a ,  d e p t h  a n d  
w e t t e d  p e r i m e t e r  r e s p e c t i v e l y  o f  t h e  v o l u m e  o f  w a t e r  a n d  r u b b e r  
s h e e t  t o g e t h e r .  I t  i s  t h e r e f o r e  n e c e s s a r y  t o  c o r i ' c c t  t h e  
r e s u l t s  t o  t a k e  a c c o u n t  o f  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  r u b b e r  b e d .
\7e make t h i s  d i s t i n c t i o n  by  g i v i n g  t h e  m e a s u r e d  
v a l u e s  o f  A,  h  a n d  w, t h e  s u b s c r i p t  "m” , w h i l s t  t h e  c o r r e c t e d  
v a l u e s  a r e  g i v e n  s u b s c r i p t  “C'l.
c (
I t  i s  t h e n  f o u n d  t h a t
h ^  = h^ ^^  + t ( s e o 0 o  ~ l )  a n d  ................  ( 3 * 3 . 6 , )
A-q = \  + b t  s e c 0 o  -  V ig    ( 3 . 3 . 7 . )
w h e r e  t  i s  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  r u b b e r  b e d  .which was equa:
t o  0 . 0 2 3 " ,  a n d  b i s  t h e  w i d t h  o f  t h e  f r e e  s u r f a c e  ( s e e
a p p e n d i x  I I I ) .
The v a l u e s  o f  a r e  o b t a i n e d  a s  e x p l a i n e d
b e f o r e ,  b u t  u s i n g  t h e  v a l u e s  o f  —  i n s t e a d  o f  The
d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  c o n n e c t e d  v a l u e s  a n d  t h e  m e a s u r e d
v a l u e s  i s  v e r y  s m a l l ,  a s  w i l l  be  s e e n  by  c o m p a r i n g  t h e  
h ^  A
v a l u e s  o f  tt-  , — a n d  s e c 0 o  t a b u l a t e d  i n  ( T a b l e  6) w i t hD
t h o s e  i n  ( T a b l e  5 ) .  T h e s e  v a l u e s  a r e  r e p r e s e n t e d  o n  t h e
lorericai variation ox
( s e e  F i g u r e  1 0 ) .
c u r v e  o f  t h e  t h e o r t c l r i i o f  ^  ^  v e r s u s  0o
-2d-
3*4  METHOD OF INTERPOLATION
As we h a v e  s e e n  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n ,  t h e  
o r d i n a t e s  c o m p o s i n g  t h e  p r o f i l e  o f  r u b b e r  f o r  e x p e r i m e n t s  
(1  -  6 ) ,  w e re  m e a s u r e d  a t  a b s c i s s a e  d i f f e r e n t  t h a n  t h o s e  o f  
o t h e r  e x p e r i m e n t s  (7 -  1 5 ) .  The two o r d i n a t e s  a t  t h e  end  
p o i n t s  o f  t h e  f r e e  s u r f a c e  w e r e  n o t  m e a s u r e d .  The p o i n t  
t o  be made i s  t h a t  t h e  c o m p a r i s o n  o f  e x p e z ' i m e n t a l  w i t h  t h e  
t h e o r e t i c a l  m o d e l  sh ow ed  t h a t  t h e  l a t t e r  was  a  s a t i s f a c t o r y  
way o f  d e r i v i n g  v a l u e s  o f  h / b  a n d  w/b  f r o m  A / b ^ .  A 
n u m e r i c a l  f o r m u l a  t h e n  d e r i v e d  t o  i n t e r p o l a t e  t h e  v a l u e s
o f  h / b  a n d  A / b ^ .  T h e s e  were  f o u n d  t o  be  c o n s i s t e n t  o n c e  
a g a i n  w i t h  t h e  t h e o r y  ( s e e  a p p e n d i x  I V ) .
The c o r r e c t e d  v a l u e s  o f  h  / b  a n d  A / b ^  w er ec c
c a - l c u l a t e d  a s  e x n l a i n e d  b e f o r e .
FREE SURFACE SLOPE, C O E F F IC IE NT 03? F R I C T I ON AND
REYNOLDS NUMBER FOR STEADY CHANNEL FL07/
4 . 1  FREE SURFACE SLOPE
Any p o i n t  on  t h e  f r e e  s u r f a c e  c o u l d  b e  l o c a t e d  
w i t h  r e s p e c t  t o  a  h o r i z o n t a l  datium by  a d d i n g  t h e  d i s t a n c e  
( z )  f r o m  t h e  h o r i z o n t a l  d a t u m  t o  t h e  r u b b e r  b e d  t o  t h e  
d e p t h  o f  w a t e r  ( h )  a t  t h e  p o i n t  c o n s i d e r e d .  The h e i g h t  o f  
t h e  f r e e  s u r f a c e  p o i n t  a b o v e  t h e  h o r i z o n t a l  da t u m  i s  t h e n
H = h  4- z      ( 4 . 1 . 1 . )
V a l u e s  o f  h ,  z a n d  H a r e  t a b u l a t e d  i n  ( T a b l e  7 ) .
The s l o p e  o f  t h e  f r e e  s u r f a c e  ( i )  i s  t h e o r e t i c a l l y  
d H / d z ,  b u t  t h e  d a t a  w e r e  n o t  s u f f i c i e n t l y  a c c u r a t e  t o  a l l o w  
s i m p l e  d i f f e r e n c i n g  o f  t h e  m e a s u r e d  v a l u e s  o f  H t o  o b t a i n
t h i s  d e r i v a t i v e .  I n s t e a d  t h e  l e a s t  s q u a r e  m e t h o d  was u s e d
t o  f i t  a  s t r a i g h t  l i n e  t o  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  f o r  H
v e r s u s  x  ( s e e  a p p e n d i x  V) a n d  t h e  s l o p e  o f  t h e  r e g r e s s i o n
l i n e  was t a k e n  a s  ( d H / d z ) .  T h i s  m e t h o d  a l s o  p e r m i t t e d  
a s s e s s m e n t  o f  t h e  e r r o r  o f  dH/dz  so c a l c u l a t e d .
I t  i s  w o r t h w h i l e  m e n t i o n i n g  h e r e  t h a t  t h e  a u t h o r s  
o f  a l l  r e f e r e n c e s  f o r  c h a n n e l  fhow t r e a t  t h e  v e l o c i t y  o v e r  
t h e  s e c t i o n  a s  a  c o n s t a n t .  I t  f o l l o w s  f r o m  t h a t  a s s u m p t i o n  
t h a t  t h e  e n e r g y  E^^. d i s s i p a t e d  i n  u n i t  t i m e  i n  t h e  r e g i o n  
b e t w e e n  t h e  s e c t i o n s  1 a n d  2 i s  e o u a l  t o
E I f 2 I f  2
i p ^  = J  J u (z^  + + |g )d A  -  j  j  u ( z g  + hg + ^ )c lA
1 2
= Q ( — %2 “  hg  ) 4- ^ ^ *2^ uA — % \  "gyi dA , , , ,  ( 4 , 1 , 2 , )
1 2
S u p p o s i n g  now t h a t  t h e  v e l o c i t y  i s  u n i f o r m  a t  
e a c h  o f  t h e s e  s e c t i o n s ,  i . e ,  u  = v^  a t  s e c t i o n  ]. w h i l e  
u  = V2 a t  s e c t i o n  2.  Then  ( 4 . 1 , 2 , )  b e c o m e s
2 2
Epo -  ^2
^  -  Z g  -  h g  H. g ^ ----------
■o
L e t  ( i )  b e  t h e  g r a d i e n t  o f  t h e  t o t a l  h e a d ,  a n d  
l e t  ” e “ be  t h e  e n e r g y  d i s s i p a t e d  i n  u n i t  l e n g t h  o f  c h a n n e l  
i n  u n i t  t i m e .  T h e n  e q u a t i o n  ( 4 . 1 . 2 . )  i s  e q u i v a l e n t  t o
e = gpQi  ...........................................................................  ( 4 , 1 , 3 . )
Now when t h e  v e l o c i t y  i s  c o n s t a n t  a c r o s s  t h e  
s e c t i o n  e i s  e q u a l  t o  v  m u l t i p l i e d  b y  t h e  r e s i s t a n c e  o f  
u n i t  l e n g t h  o f  c h a n n e l ,  i . e .
e = V rm w ........................................................................... ( 4 . 1 , 4 . )
From ( 4 , 1 , 3 . )  a n d  ( 4 . 1 . 4 . )
rm ~ gpmi  ..................................................... ( 4 . 1 , 5 . )
O-L-
I t  i s  t o  be  u n d e r s t o o d  h o w e v e r ,  t h a t  i t  i s  a  
c r u d e  a y j j r o x i m a t i o n  t o  t r e a t  t h e  v e l o c i t y  a s  c o n s t a n t  o v e r  
t h e  s e c t i o n .  T h i s  was t h e  r e a s o n  t h a t  t h e  s l o p e  o f  t h e  
t o t a l  h e a d  l i n e  was t r e a t e d  h e r e  by  n e g l e c t i n g  t h e  c h a n g e  
i n  k i n e t i c  o n e r g y  ô— a s  d e s c r i b e d  b y  e q u a t i o n  ( 4 . 1 . 1 , ) .  
The v e l o c i t y  o f  f l o w  v a r i e s  f i t  d i f f e r e n t  p o i n t s  of .  t h e  
c r o s s  s e c t i o n  o f  t h e  c h a n n e l .  The f r i c t i o n a l  r e s i s t a n c e  
o f  t h e  s i d e s  c a u s e s '  t h e  w a t e r  t o  s l o w  down t o w a r d s  t h e  
s i d e s  o f  t h e  c h a n n e l ,  a n d  t h e  f r i c t i o n a l  " r e s i s t a n c e  b e t w e e n  
t h e  w a t e r  s u r f a c e  a n d  t h e  a t m o s p h e r e  c a u s e s  a  s l i g h t  
r e d u c t i o n  o f  v e l o c i t y  a t  t h e  f r e e  s u r f a c e .
4 , 2  CO EFFICIEN T OF F R IC T IO N AND REYNOLDS NUMBER
L e t  u s  c o n s i d e r  a n  e l e m e n t  o f  f l u i d  c o n t a i n e d
(3)
b e t w e e n  a  p a i r  o f  n o r m a l  p l a n e s  a t  u n i t  d i s t a n c e  a p a r t .
As t h e  r e g i m e  i s  u n i f o r m  a n d  s t e a d y ,  e v e r y  f l u i d  p a r t i c l e
i s  u n a c c e d e r a t e d  a n d  t h e  f o r c e s  o n  t h e  e l e m e n t  m u s t  
■>
t h e r e f o r e  b e  i n  e q u i l i b r i u m .  S i n c e  t h e  a t m o s p h e r i c  
p r e s s u r e  a t  t h e  f r e e  s u r f a c e  i s  a s s u m e d  t o  b e  c o n s t a n t ,  i t  
f o l l o w s  t h a t  t h e  p r e s s u r e s  a t  c o r r e s p o n d i n g ;  p o i n t s  o f  a n y  
two n o m a l  s e c t i o n s  a r e  t h e  s a m e , so t h e  p r e s s u r e s  on t h e  
e l e m e n t  a r e  t h e m s e l v e s  i n  e q u i l i b r i u m .  C o n s e q u e n t l y  t h e  
comi^onent  o f  t h e  w e i g h t  o f  t h e  e l e m e n t  i n  t h e  d i r e c t i o n  
o f  f l o w  m u s t  b a l a n c e  t h e  f r i c t i o n a l  f o r c e  o n  t h e  e l e m e n t  
a t  t h e  b e d  o f  t h e  c h a n n e l .  L e t  r  be  t h e  f r i c t i o n a l  s t r e s s  
a t  t h e  b e d  i n  t h e  d i i ’e c t i o n  o f  t h e  g e n e r a t o r s  ( t h e  d i r e c t i o n  
o f  m e a n  f l o w )  a n d  l e t  (dw) be  a n  e l e m e n t  o f  t h e  w e t t e d  
p e r i m e t e r .  T h e n  t h e  t o t a l  f r i c t i o n a l  r e s i s t a n c e  p e r  u n i t  
l e n g t h  i sO
Tdw -  w rm , s a y  ................................................ ( 4 . 2 . 1 . )
w h e r e  w i s  t h e  t o t a l  w e t t e d  p e r i m e t e r  a n d  rm i s  t h e  mean  
f r i c t i o n a l  s t r e s s .  The w e i g h t  o f  t h e  e l e m e n t  i s  pgA, w h e r e  
A i s  t h e  c r o s s  s e c t i o n a l  a r e a  o f  t h e  c h a n n e l  up  t o  t h e  f r e e  
s u r f a c e  ( t h e  a r e a  o f  t h e  w e t t e d  c r o s s  s e c t i o n ) , a n d  t h e  
c o m p o n e n t  o f  t h e  w e i g h t  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  f l o w  i s  
( i  PgA) ,
h >
C o n s e q u e n t l y  t h e  c o n d i t i o n  o f  e q u i l i b r i u m  i s
w rm -  i  pgA.
Tm = i  pgm  ................ * ......................   ( 4 , 2 . 2 , )
w h e r e  m = ^  i s  t h e  h y d r a u l i c  m e a n  d e p t h
By d e f i n i t i o n  t h e  s k i n  f r i c t i o n  c o e f f i c i e n t  i s
o f  = a q . .......................................................................  ( 4 . 2 , 3 . )
2Pv
w h e r e  v  i s  t h e  mean  v e l o c i t y  o f  f l o w  
I t  f o l l o w s  t h a t
o f  = n Æ ............................................................................  ( 4 , 2 . 4 . )
The R e y n o l d s  n u m b e r  w i l l  be  d e f i n e d  h e r e  a s
R = ~ ....................... ............................................................. ( 4 , 2 . 5 . )
w h e r e  v i s  t h e  k i n e m a t i c  v i s c o s i t y  o f  t h e  f l u i d
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R . c f  =.......................................................................................  ( 4 , 2 . 6 . )
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Ve s h a l l  n e x t  c a l c u l a t e  t h e  t h e o r e t i c a l  v a l u e s  
o f  ( R . c f )  f o r  l a m i n a r  a n d  t u r b u l e n t  f l o w s  i n  a n  o p e n  
c h a n n e l .
4 . 2 . 1  LAMINAR FLOY
By t h e  u s u a l  a s s u m p t i o n s , t h e  e q u a t i o n s  o f  
m o t i o n  a r e  t a k e n  a s
2 „ g i, 8 u . __ _  ^A p 1 1 \V  u  "  "  V 0x ................... ( , 4 . 2 , 1 . 1 . ;
w h e r e  i  i s  t h e  s l o p e  o f  t h e  f r e e  s u r f a c e  a n d  u  = o a t  t h e
b o u n d a r i e s  o f  t h e  p i p e .
The t h e o r e t i c a l  v a l u e s  o f  R . c f  a r e  d e r i v e d  i n  
( a p p e n d i x  VI )  a n d  a r e  f o u n d  t o  be
F o r  a  p a r a b o l i c  s h a p e ,  R . c f  = ^
F o r  a  z - e c t a n g u l a r  s h a p e ,  R . c f  = 6
F o r  a  t r i a n g u l a r  s h a p e ,  R . c f  = 3
4 . 2 . 2  TURBULENT FLOW
The B l a s i u s  e q u a t i o n  f o r  t h e  s k i n  f r i c t i o n  o f  
t h e  f l o w  i n  a  s m o o t h  p i p e  o f  c i r c u l a r  c r o s s  s e c t i o n  i s
o f  = = n u n  ........... ( 4 , 2 . 2 . 1 . )
fp v  ( a )  Ï
whe r e  D i s  t h e  d i a m e t e r  o f  -'jhe p i p e  ( e q u a l  t o  4m) .
=  / Ü f î / 4  = ......................................... .....................................  ( 4 . 2 . 2 . 2 . )
i  V /
By m u l t i p l y i n g  c f  i n  e q u a t i o n  ( 4 . 2 . 2 .  2 . )  b y  . R e y n o l d s  
n u m b e r  t h e r e f o r e  we f i n d  t h e  v a l u e  o f
R . c f  = f       ( 4 , 2 . 2 . 3 0
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w h i c h  i s  t h e  t h e o r e t i c a l  v a l u e  o f  R . c f  f o r  t u r b u l e n t  f l o w  
i n  o p e n  c h a n n e l s .
A l l  t h e  f o r m u l a e  f o r  r e s i s t a n c e  i n  p e r f e c t l y  s m o o t h  
p i p e s  a r e  e m p i r i c a l . The B l a s i u s  f o r m u l a  was c h o s e n  b e c a u s e  
o f  i t s  s i m p l i c i t y .
The e x p e r i m e n t a l  v a l u e s  o f  R v e r s u s  c f  a r e  
r e p r e s e n t e d  on  a  g r a p h  c o n t a i n i n g  t>io t h e o r e t i c a l  v a l u e s  
o f  l a m i n a r  a n d  t u r b u l e n t  f l o w s  i n  o p e n  c h a n n e l s  shown i n  
( R i g .  1 3 ) .
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^  OBSERVATIONS AND RESULTS
5 . 1  OBSERVATIONS
T h r e e  c o m p l i c a t i o n s  a f f e c t e d  t h e  e x p e r i m e n t a l
r e s u l t s .
( a )  H y d r a u l i c  j u m p .
( h )  U n e v e n e s s  o f  t h e  g l a s s  L e d .
( c )  U n e v e n e s n  o f  t h e  x u h b e r  h e d .
E a c h  o f  t h e m  w i l l  he  c o n s i d e r e d  s e p a r a t e l y .
( a )  HYDEAULIC J UMP
I t  was o b s e r v e d  f o r  b o t h  g r o u p s  o f  e x p e r i m e n t s  
( l  -  6) a n d  (7 -  15)  t h a t  when t h e  w a t e r  f i r s t  was  a l l o w e d  
t o  f l o w  down t h e  c h a n n e l  a  h y d r a u l i c  jump was f o i m e d  
a p p r o x i m o > t e l y  h a l f  way down t h e  c h a n n e l .  S u b s e q u e n t l y  
w i t h i n  a b o u t  a  m i n u t e , t h e  jump s e e m e d  t o  move u p s t r e a m  
f o r  a  d i s t a n c e  o f  a p p r o x i m a t e l y  one f o o t .  O n l y  a  few s m a l l  
r i p p l e s  oh  t h e  f r e e  s u r f a c e  o f  w a t e r  w e r e  o b s e r v e d  a t  
d i s t a n c e s  g r e a t e r  t h a n  a b o u t  a  f o o t  d o w n s t r e a m  f r o m  t h e  
jump .  M e a s u r e m e n t s  o f  c o u r s e  were  n o t  made a t  p o s i t i o n s ,
a f f e c t e d  by  t h e  jump.
I t  was a l s o  o b s e r v e d  t h a t  t h e  s l o p e  o f  t h e  
c h a n n e l  h a s  a  c o n s i d e r a b l e  e f f e c t  o n  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  
jump.  I t  was  o b s e r v e d  f o r  f a s t e r  f l o w  ( w i t h  s t e e p e r  s l o p e ) ,  
t h e  jump moved  do w ns t re a ,m ,  a n d  when  t h e  s l o p e  w a s d e c r e a s e d
J r
t h e  jump moved  u p  o t  r e  am. I t  i s  o b v i o u s  t h a t ,  i i  s i  ope
w e r e  made s m a l l e r . o r  s t e e p e r  t h e n  t h e  jump w o u l d  v a n i s h  
c o m p l e t e l y .  O t h e r  c o m p l i c a t i o n s  w o u l d  t h e n  a r i s e ,  b e c a u s e  
o f  t h e  s u x j e r c r i t i c a l  f l o w  i n  c a s e  o f  s t e e p  s l o p e s ,  a n d  
c o n s i d e r a b l e  d i f f e r e n c e  i n  t h e  c r o s s - s e c t i o n  o f  t h e  
p r o f i l e  o f  w a t e r  f r o m  one  s e c t i o n  t o  t h e  o t h e r  i n  ' c a s e  o f  
v e r y  s m a l l  s l o p e s .
( b )  • _ UNEVEhSdd OF THE GLASS BED
Some m e a s u r e m e n t s  w e r e  a l s o  a f f e c t e d  by  t h e  
u n e v e n e s s  o f  t h e  g l a s s  b e d  a n d  t h e  two a n g l e s  s u p p o r t i n g  
t h e  c h a n n e l ,  on  w h i c h  t h e  r u b b e r  b e d  was c l a m p e d .  T h i s  
u n e v e n e s s  was  i n  b o t h  d i r e c t i o n s ,  a l o n g  a n d  a c r o s s  t h e  
c h a n n e l .
An a r t i f i c i a l  p l y w o o d  b e d  h a v i n g  t h e  d i m e n s i o n s  
1 0 f t  X 1 2 i n s  X 0 . 5 d n ,  was f i x e d  by  G clamx)s o n  t h e  g l a s s  
b e d .  I t  h e l p e d  i n  m i n i m i z i n g  t h e  d i f f e r e n c e  i n  t h e  s l o p e  
b e t w e e n  one  s e c t i o n  a n d  a n o t h e r  a l o n g  t h e  c h a n n e l .
JO*
5 . 3  UNEVENESS OF THE BED
The u n e v e n e s s  o f  t h e  a n g l e s  s u p % ) o r t i n g  t h e  
c h a n n e l ,  a n d  on  w h i c h  t h e  r u h h e r  b e d  was c l a r a p e d  a f f e c t e d  
t h e  e v e  n e s s  o f  t h e  r u b i i e r  b e d  t o  ci c e r t a i n  e x t e n t ,  a n d  
a c c o r d i n g l y  t h e  s l o p e  o f  t h e  r u b b e r  b e d  was  a l s o  a f f e c t e d .  
S e v e r a l  a t t e m p t s  \ / e r e  made t o  make t h e  a n g l e s  a s  s t r a i g h t  
a s  p o s s i b l e  , bu'b t h e  3? e w a  s a  1 w ay  s s o me d i f f é r é  no e b e t  w e e n  
one  s e c t i o n  a n d  a n o t h e r .  A c c o r d i n g l y  t h e  m e a s u r e d  s l o p e  
o f  t h e  f r e e  s u r f a c e  ( i )  was a l s o  d i f f e r e n t  f r o m  one  
s e c t i o n  t o  a n o t h e r .
T h i s  p i ' o b l e m  was v e r y  d i f f i c u l t  t o  o v e r c o m e ,  a n d  
t h e  o n l y  s o l u t i o n  a p p e a r e d  t o  be  a  m a j o r  s t r u c t u x a h  
x-’G - d e s i g n  o f  t h e  c h a n n e l .
5 . 4  ■ liEoUITS
V a l u e s  o f  R e y n o l d s  n u m b e r  a n d  t h e  f r i c t i o n  
c o e f f i c i e n t  a r e  t a b u l a t e d  i n  ( T a b l e  8 ) .  F o r  a l l  t h e  
f i f t e e n  e x p e r i m e n t s  c o n s i d e r e d  t h e  r a n g e  o f  R e y n o l d s  
n u m b e r  was b e t w e e n  470G a n d  935 a n d  t h e  f r i c t i o n  
c o e f f i c i e n t  v a i h e d  f r o m  O . O I 5 t o  0 . 0 0 5 . ____________________ _
The s t a n d a r d  e r r o r  w h i c h  i s  e q u a l  t o  \ |  —/ .al   ^
+  —6was f o u i i a  t o  b e  -  274 x 10 , w h i c h  i s  a b o u t  0 . 0 3  o f  t n e
m e a n  c f .
-  JU"
TESTS UITH THE RUBIER Bj3D BEING TIGHTENED
O t h e r  t e s t s  w e re  t r i e d  w h e r e  t h e  r u b b e r  b e d  
was t i g h t e n e d  s u f f i c i e n t l y , t o  - e n s u r e  t h a t  t h e  w h o le  
w i d t h  o f  t h e  c h a n n e l  was w e t t e d .  Two d i f f e r e n t  m a t e r i a l s  
w e re  u t e d  f o r  t h e  b e d ,  t h e  f i r s t  was  t h e  same r u b b e r  
( 0 . 0 2 3 "  t h i c k )  u s e d  f o r  t h e  p r e v i o u s  e x j . ) e r i m e n t s  a n d  
t h e  s e c o n d  was a  no t h  e r  r u b b  e r  ( 0 . 01" t h i c k )  . V/ i t h  bo t h  
b e d s  t h e  w a t e r  f l o w e d  i n  a  d i s t u r b e d  s t a t e  \ h t h  
s i n u s o i d a l  f r e e  s u r f a c e  wav e s  i n  p l a n .  * The b e d  a l s o  
o s c i l l a t e d .  Ho m e a s u r e m e n t s  were  t a k en  b e c a u s e  o f  t h e  
u n s t e a d i n e s s  o f  t h e  f l o w , a l t h o u g h  i t  was  o b s e r v e d  t h a t  
t h e  w e t t e d  p e r i m e t e r  was  b i g  a n d  t h e  a r e a  o f  f lov ;  v;as 
s m a l l  c o m p a r e d  t o  t h o s e  i n  t h e  p r e v i o u s  e x p e r i m e n t s ,
I f  we g i v e  a  v a l u e  f o r  t h e  h y d r a u l i c  m e an
d e p t h  (m) e q u a l  t o  s a y ,  0 , 0 2  f t . ,  a n d  a  v a l u e  o f  v ,  s a y ,
/ 1 o o
2 f t / s e c ,  , t h e n  t h e  v a l u e  o f  ■^pvhii"“ w i l l  b e  a b o u t
16 X 10“ "^  l b .  C o n s i d e r i n g  f i r s t  t h e  s h e e t  o f  r u b b e r
0 , 0 2 3 "  t h i c k ,  t h e  c o r r e s p o n d i n g  v a l u e  o f  Gt^/%pv^m^ w i l l
be  a b o u t  9 . 4  a n d  — a b o u t  0 . 1 ,  w h i c h  m i g h t  p l a c e  t h e
m a t e r i a l  i n  t h e  r e g i o n  w h e r e  t h e  f l e x u r a l  w a v e s  e x i s t .
A l s o ' w i t h  t h e  o t h e r  m a t e r i a l  ( O . 0 1 “ t h i c k ) ,  t h e  v a l u e  o f
G t ^ / ^ p v ^ m ^  w i l l  bo a b o u t  2 v.hth, a  v a l u e  o f  ^  a b o u t  0 . 0 4 ,
w h i c h  m i g h t  a l s o  p l a c e  t h e  m a t e r i a l  i n  t h e  r e g i o n  w h e r e
t h  0 f i e x u r a l  wave s e x i  o t .
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7 .  STATISTICAL ANALYSIS AND CGITCLU3IQITS
7 . 1  STATISTICAL ANALYSIS‘
Tho o b j e c t  o f  t h i s  a n a l y s i s  - i s  t o  f i n d  w h e r e  t h e  
m o s t  p r o b a b l e  v a l u e s  o f  R e y n o l d s  n u m b e r  f o r  l a m i n a r ,  
t r o n i s i t i o n ,  a n d  t u r b u l e n t . f l o w  a r e  l i k e l y  t o  be  ( s e e  
a p p e n d i x  V I I ) .  By a s s u m i n g  a  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  o f  
o b s e r v a t i o n s  a b o u t  t h e  m e a n ,  a n d  t h e  v a l u e s  o f
c f  -  ( c f  l r i m i n a r ) m  / s . D , ,  a n d  ( c f  t u r b u l e n t ) m  -  c f  / s ^ D  
w h e r e
c f  i s  t h e  m e a n  e x p e r i m e n t a l  v a l u e  o f  t h e  f r i c t i o n  c o e f f i c i e n t ,  
( c f  l a m i n a r ) m ,  ( c f  t u r b u l e n t ) m ,  a r e  t h e  c a l c u l a t e d  v a l u e s  
o f  l a m i n a r  a n d  s m o o t h  t u r b u l e n t  flov. '  f r i c t i o n  c o e f f i c i e n t s  
a t  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r  R m . , a n d
S . D .  i s  t h e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  = — —-  — —-,
0 . 5 7 5
we c a n  c a l c u l a t e  (P l am)m a n d  ( p  t u r b  ) m, t h e  p:oob c h i l i  t i c s  
t h a t  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  were  a  s a m p l e  o f  
m e a s u r e m e n t s  i n  w h i c h  t h e  s k i n  f r i c t i o n  w a s ( r e s p e c t i v e l y )  
no b i g g e r  t h a n  t h a t  i n  l a m i n a r  f l o w , a n d  no s m a l l e r  t h a n  
t h a t  i n  t u r b u l e n t  f l o w .  The p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  a c t u a l  
s k i n  f r i c t i o n  l i e s  b e t w e e n  t h e  l a m i n a r  a n d  t u r b u l e n t  f lo ' . ;  
v a l u e s  i s
( p  t r a n s i t i o n ) m  = 1 -  (P  l a m i n a r ) m  -  ( p  t u r b u l e n t ) m ,  s i n c e  
t h e  s u n  o f  t h e  t h r e e  p r o b a b i l i t i e s  i s  e q u a l  t o  1 .
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The v a l u e s  o f  R e y n o l d s  n u m b e r  a r e  a r r a n g e d  i n  
a  way s u c h  t h a t  R^ R^ . . . .  <^Rm, a n d  t h e  v a l u e s
o f  t h e  p r o b a b i l i t y  f o r  l a m i n a r , t r a n s i t i o n ,  a n d  t u r b u l e n t  
a r e  c a l c u l a t e d  f o r  m -  1 ,  n e x t  f o r  m = 2 ,  e t c .  F o r
m = 2 ' t h e  p r o b a b i l i t i e s  ^a r e  f o u n d  t o  be  6 ,  b u t  t h i s  d o e s  
n o t  r e p r e s e n t  a l l  t h e  p r o b a b i l i t i e s  ( t h a t  i s  when  a d d e d  
t o g e t h e r  t h e y  do n o t  sum u%3 t o  u n i t y ) . T h e r e  a r e  t h r e e  
p r o b a b i l i t i e s  w h i c h  r e p r e s e n t  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  a  d e c r e a s e  
i n  f r i c t i o n  a s  t h e  Reyno lds ,  n u m b e r  i s  i n c r e a s e d  f r o m  R^ t o  
R ^ . I t  w o u l d  seem r e a s o n a b l e  t o  d i s x ) 0 s e  o f  t h o s e  a s  
i m p o s s i b l e  on  p h y s i c a l  g r o u n d s ,  i n  w h i c h  t h e  6 
p r o b a b i l i t i e s  d e f i n e d  a b o v e  m u s t  b e  d i v i d e d  by  t n c i r  t o t a l  
sum ( a  n u m b e r  l e s s  t h a n  1 ) ,  a n d  t h e s e  i n c r e a s e d  v a l u e s  
d e n o t e  t h e  c o r r e c t e d  p r o b a b i l i t i e s ,  i g n o r i n g , t h a t  i s ,  t h e  
p o s s i b i l i t y  o f  r e d u c t i o n  o f  f r i c t i o n  w i t h  i n c r e a s e d  
Rey n o 1 d s numbe r .
The n o t a t i o n  i s  made more  c o n v e n i e n t  by  p u t t i n g  
(P  l am)m = P^m (P t r a n s ) m  = P^m ( P t u r b ) m  -  P^m
a n d  c0,1 l i n g  P(  v , q) t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  f r i c t i o n  v a l u e  
i s  l a m i n a r  f o r  R ^ R v ,  a n d  t u r b u l e n t  f o r  R ^ ^ R p  w h e r e
+ 1 ,  t h e n  t h e  f i n a l  s e t  o f  r j r o b a b i l i t i e s  c a l c u l a t e d  
f o r  m “ M, s a y ,  h a s  b e e n  c a l c u l a t e d  by t h e  a b o v e  i t e r a t i o n ,  
' .e h a v e  a n  a r r a y  o f  i  (N + 1)  ( h  2) p r o b a b i l i t i e s .
P ( v , q )  w h e r e  v = 0 , 1  . . .  (p, -  1)  a n d  [x 1 , 2  . . .  ( h  4 1 ) ,
b y  t a b u l a t i n g  t h e m  i n  a  m a t r i x  f o r m  w i t h  e a c h  ncv; rr-.lue 
O j :  V o c c u p y i n g  a  row ,  a n d  e a c h  v a l u e  o f  p  a  co lu i : in ,  i t  
s h o u l d  be o b s e i r v a b l e  w h a t  t h e  m o s t  p r o b a b l e  v a l u e s  o f  v 
a n d  p a r e  l i k e l y  t o  b e .  F u r t h e r  i t  s h o u l d  b e  p o s s i b l e
J
t o  e n c l o s e  a  r a n g e  o f  v a l u e s  o f  v a n d  q a b o u t  t h e  maximum 
p r o b a b i l i t y  v a l u e ,  s u c h  t h a t  t h e i r  sura i s  e c u a l  t o  h a l f .
T h i s  w o u l d  t h e n  i n d i c a t e  t h e  m o s t  T^robab le  r a n g e  o f  e a c h  
o f  t h e  v a l u e s  v a n d  q ,  a n d  h e n c e  d e n o t e  t 'ne m o s t  p r o b a b l e  
r a n g e  o f  Rv ,  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r  o f  t r a n s i t i o n ,  a n a  o f
Rp t h e  R e y n o l d s  nurabor  o f  f u l l y  e s t a b l i s h e d  t u r b u l e n t  f l o w .
1 -  pThe v a l u e s  o f  d ,  p = — a r e  t a b u l a t e d  i n
( T a b l e  9 ) .  The v a l u e s  o f  Rm, c f ,  ( d m .  c f ) ,  ( 3 . D . ) ,  
c f ( l a m i n a r ) , ( o f  t u r b u l e n t ) ,  ( d  l a m i n a r ) ,  ( d  t u r b u l e n t ) ,  
p^m, p^m, a.nd p^m a r c  t a b u l a t e d  i n  ( T a b l e  1 0 ) .
The f i n a l  s e t  o f  x ^ r o b a b i l i t i e s  was  f o u n d  b y  
c a l c u l a t i o n s  a t  m = 7 \ h i c h  m e a n s  t h a t  t h e  f l o w  i s  f u l l y  
t u r b u l e n t  a t  v a l u e s  o f  R e q u a l  t o  o r  m o re  t h a n  R7 s e e  
( T a b l e  1 1 ) .  The p r o b a b i l i t i e s  a r e  t a b u l a t e d  i n  a  m a t r i x  
f o r m  w i t h  e a c h  new v a l u e  o f  v o c c u p y i n g  a  row a n d  e a c h  
v a l u e  o f  |o. a  c o l u m n  ( F i g .  1 1 ) .  The p r o b a b i l i t y  o f  t h e  
s t a t e  o f  f l o w  i s  r e r x r e s e n t e w  v e r s u s  R e y n o l d s  n u m b e r  ( F i g .  12': 
b y  scumming t h e  p r o b a b i l i t i e s  o n c e  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  q ,  an.... 
o n c e  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  v,  w h i c h  g i v e s  two c u r v e s  
r e p r e s e n t i n g  t h e  t u r b u l e n t  a n d  l a m i n a r  f l o w  r e s p e c t i v e l y ,
t h e n  h y  a d d i n g  t h e  s im  o f  t h e  p r o h a h i l i t i e s  i n  b o t h  
d i r e c t i o n s  (v j j , 0  a n d  s u b t r a c t i n g  f r o m  1 ( s i n c e  1 » P Iruaino, 
4- P t u r b u l e n t  + P t T r a n s i t i o n )  , we o b t a i n  t h e  t r a n s i t i o n  
c u r v e .  Prom ( P i g .  1 2 ) ,  t h e  m o s t  p r o b a b l e  v a l u e s  o f  
R e y n o l d s  n u m b e r  f o r  l a m i n a r ,  t r a n s i t i o n  a n d  t u r b u l e n t  f l o w  
c a n  be  d e t e i m i n e d ,  t h i s  i s  r e p r e s e n t e d  i n  ( P i g .  1 3 ) •
7 . 2  COHCLUSIOKS
R e f e r r i n g  t o  ( P i g .  ‘12)  , i f  t h e  90 p e r  c e n t
p r o b a b i l i t y  l e v e l  i s  c o n s i d e r e d ,  t h e  f l o w  i s  l i k e l y
t o  be  l a m i n a r  a t  a  v a l u e  o f  R e y n o l d s  n u m b e r  e g u a l  t o
6 2 0 ,  t r a n s i t i o n a l  a t  a  v a l u e  o f  R e y n o l d s  n u m b e r  b e t w e e n
1 6 0 0  a n d  l 8 0 0 ,  a n d  t u r b u l e n t  a t  a  v a l u e  o f  R e y n o l d s
nu m b e r  e q u a l  t o  2 3 7 0 ,  A t  t h e  50 p e r  c e n t  p r o b a b i l i t y  '
l e v e l ,  i t  i s  o b s e r v e d  t h o , t  t h e  f l o w  c a n  b e  e i t h e r  l a m i n a r
o r  t r a n s i t i o n a l  a t  a  v a l u e  o f  R e y n o l d s  nu ra be r
a p p r o x i m a t e l y  e q u a l  t o  l l 8 0 ,  a n d  i t  c o u l d  be  t r a n s i t i o n a l
o r  t u r b u l e n t  a t  a  v a l u e  o f  R e y n o l d s  n u m b e r  e q u a l  t o  2 2 8 0 .
( l 2 )N um er ou s  e x p e r i m e n t s  h a v e  shown t h a t  t h e  
f l o w  i n  a  c i r c u l a r  p i p e  c h a n g e s  f r o m  l a m i n a r  t o  t u r b u l e n t  
a t  a  v a l u e  o f  R e y n o l d s  n u m b e r  e q u a l  t o  a b o u t  2 3 0 0 .  I n  
t h e s e  e x p e r i m e n t s  t h e  d i a m e t e r  o f  t h e  p i p e  was t a k e n  a s  
t h e  c h a r a c t e r i s t i c  l e n g t h  i n  d e f i n i n g  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r ,  
Rh e n  t h e  h y d r a u l i c  mean d e p t h  i s  talc en  a s  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  
l e n g t h ,  t h e  c o r r e s p o n d i n g  v a l u e  i s  b o u t  5 0 0 , s i n c e  t h e  
d i a m e t e r  o f  a  p i p e  i s  f o u r  t i m e s  i t s  h y d r a u l i c  m e a n  d e p t h ,
The l a c k  o f  s i m i l a r i t y  i n  t h e  s h a p e  o f  t h e  
c h a n n e l  c o n s i d e r e d  h e r e ,  m a k e s  i t  d i f f i c u l t  t o  c o m p a r e  
t h e  v a l u e  o f  R e y n o l d s  n i m b e r  a t  w h i c h  t r a n s i t i o n  tedces 
p l a c e .  I t  w o u l d  t h e r e f o r e  b e  n e c e s s a r y  t o  f i n d  
e x p e r i m e n t a l l y  t h e  v a l u e  o f  R e y n o l d s  n u m b e r  f o r  t r a n s i t i o n
— f  y
i n  open  c h a n n e l s  h a v i n g  s a y  a p a r a b o l i c , r i g i d  b e d .
T h i s  s h o u l d  h a v e  b e e n  done i n  t h e  c o u r s e  o f  t h e  p r e s e n t
work, b u t  l a c k  o f  t im e  d i d  n o t  a l l o w  i t .
On t h e  w h o l e ,  i t  seem s d o u b t f u l  w h e t h e r  t h e
f l e x i b l e  b ed  m a i n t a i n s  t h e  la m in a r  f l o w ,  o r  i n  o t h e r
words d e l a y s  t r a n s i t i o n ,  when compared w i t h  r i g i d  b e d s
h a v i n g  t h e  same s h a p e ,  , . ,
We c a n  c o n c l u d e  t h a t ,  i f  t h e r e  i s  any  r e l e v a n c e
b e t w e e n  R o n w e i l e r ^ s  c r i t e r i a  f o r  s t a b i l i z i n g  t h e  b o u n d a ry
l a y e r  i n  c o n t a c t  v a t h  a  f l e x i b l e  s u r f a c e d  and t h e  c r i t e r i a
f o r  s t a b i l i z i n g  t h e  f l o w  i n  op en  c h a n ^ ie l s ,  t h e  c r i t i c a l  
G t^v a l u e  o f  ^ m ust  be e q u a l  t o  a p p r o x i m a t e l y  250*
-gpv m
With s o f t  r u b b e r s  o f  0 , 0 2 3 "  t h i c k  and a m odu lu s  o f
r t ^r i g i d i t y  o f  a b o u t  33 p . s . i , ,  t h e  v a l u e  o f  *=| p—^  w i l l ,
-gpv m
be a b o u t  5 and ™ a b o u t  0 , 0 3 2 .  A c c o r d i n g l y  t h e  m a t e r i a l  
u s e d  may be t h o u g h t  p e r h a p s  t o  be i n  t h e  r e g i o n  where t h e  
f l e x u r a l  w a v es  e x i s t .  T h e r e f o r e ,  we may s u g g e s t  u s i n g  a 
f l e x i b l e  m a t e r i a l  w h ic h  g i v e s  e x a c t l y  t h e  c r i t i c a l  v a l u e  o f  
The m o st  s u i t a b l e  m a t e r i a l s  seem  t o  be "M elinex"
a s  e x p l a i n e d  b e f o r e  i n  S e c t i o n  2 . 1 ,  w i t h  a  m od u lu s  o f  
r i g i d i t y  o f  2 x  10^ p . s . i . ,  and a t h i c k n e s s  o f  0 , 0 0 2 " .
I f ,  on t h e  o t h e r  h a n d ,  a lu m in iu m  f o i l s  w i t h  a m odu lu s  o f  
r i g i d i t y  o f  a b o u t  38 x 10^ p . s . i . ,  h a v e  t o  be u s e d ,  t h e n  t h e
— 40"
t h i c k n e s s  m ust  he ah o u t  0 ,0 0 0 5 "  i n  o r d e r  t o  s a t i s f y  
t h e  c r i t e r i a  f o r  t h e  e l i m i n a t i o n  o f  t h e  T o l l m i e n -  
S c h l i c h t i n g  w a v e s ,  and t h e  f l e x u r a l  w a v e s ,  and a l s o  t h e  
s a t i s f y  t h e  c r i t e r i o n  f o r  t h e  b e h a v i o u r  l i k e  a  membrane.  
I f  s t r o n g  r u b b e r s  h a v e  t o  be u s e d  w i t h  a m odu lu s  o f
A
r i g i d i t y  o f  a b o u t  4 x  10 p . s . i . ,  t h e n  t h e  t h i c k n e s s
r e q u i r e d  w i l l  be  a b o u t  0 , 005", h o w e v e r ,  i t  i s  d i f f i c u l t  
t o  f i n d  s t r o n g  r u b b e r s  h a v i n g  'bhis p a r t i c u l a r  t h i c k n e s s .  
With s o f t  r u b b e r s  h a v i n g  a m odu lu s  o f  r i g i d i t y  o f  a b o u t  
33 p . s . i . ,  i t  seem s t h a t  t h e  t h i c k n e s s  r e q u i r e d  f o r  
s a t i s f y i n g  t h e  c r i t e r i o n  f o r  t h e  e l i m i n a t i o n  o f  th e  
T o l l m i e n - S c h l i c h t i n g  w aves  and  t h e  f l e x u r a l  w a v es  must  be  
a b o u t  0 . 1 7 " ,  t h i s  o f  c o u r s e  w i l l  n o t  s a t i s f y  t h e  c r i t e r i a  
f o r  t h e  b e h a v i o u r  l i k e  a membrane.
8 .  APPENDICES
f  ( —
APPEÎIDÏX I
DEVELOPMENT OP A METHOD POR IŒA8URING THE 
ORDINATES AT SPECIALLY SELECTED POINTS
S u p pose  we w i s h  t o  i n t e g r a t e  a  f u n c t i o n  f ( x )  
o v e r  t h e  r a n g e  from  x = - 1  t o  4 l ,  t h e n
J  f ( x ) d x  = J  jjcCx) 4- f ( - x ^ d x  (1 )
and  f ( x )  + f ( - x )  = 2 f ( 0 )  + j j r ( l )  -  2 f ( 0 )  + f ( - 1 ) 1
x ^ ( l  -  x^) g(x^) , s a y ......................... (2)
s i n c e  i t  i s  an even  f u n c t i o n  o f  x ,  l e t  u s  now w r i te
S = 2x^ -  1 i . e . ,  x^ = —-g" i . e . ,
dx =  J .... --------- J -  .............................................  ( 3 )
2^(1 +
T h e n  s u b s t i t u t i n g  f r o m  (3 ) a n d  (2 ) i n  ( l ) ,
Ç f ( x ) d x  = i  f ( 0 )  + i  [ f ( l )  + f ( - l ) ]  +
y  - 1
+1 à
(1  -  ë ) ( l  + h ( ë ) d ç  ...................  ( 4 )
where ^' /
h ( ë )  = 2 2 6  )     ( 5 )
and from  (2 )
f ( # )  + f ( -  t b  -  2 f ( 0 ) -  -  [ i ' d )  + f ( - l )  - 2 f ( 0 ) J t
( t )  =
t ( l  -  t )
   .(6 )
I f  we now s u p p o s e  t h a t  h ( g )  i s  a p p r o x im a t e d  by  
a p o l y n o m i a l  o f  d e g r e e  ( 2 n  -  1 ) ,  w h ich  by ( 2 )  and ( 5 )  i s  
e q u i v a l e n t  t o  c o n s i d e r i n g  g ( t )  t o  be p o l y n o m i a l  o f  d e g r e e  
( 2n -  1 ) ,  and f ( x )  t o  be  p o l y n o m i a l  o f  d e g r e e  ( 4 n  + 3 ) ,  
t h e n  by t h e  p r i n c i p l e s  o f  m e c h a n i c a l  q u a d r a t u r e  (B atem an,  
H i g h e r  T r a n s c e n d e n t a l  f u n c t i o n s .  V o l .  I I .  McGraw H i l l ,  1 9 5 3 )  
i n  ( 3 ) .
/ d  -  n ) i l  + ë ) ^  h ( ç ) d ç  = 2  h ( s , v )     ( 7 )•1
where g q , ...........a r e  t h e  z e r o s  o f  t h e  o r t h o g o n a l  o f  ^
d e g r e e  n a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  w e i g h t - f u n c t i o n  ( l  -  Ç ) ( l  + g )  ^
and A a r e  t h e  a s s o c i a t e d  C h r i s t o f f e l -  n u m b e r s . The 
a p p r o p r i a t e  o r t h o g o n a l  p o l y n o m i a l  i s  J a c o b i e s  p o l y n o m i a l
P u r s u i n g  t h e  c a l c u l a t i o n  f o r  n  = 2 ( i . e .  
a p p r o x i m a t i n g  f ( x )  by a  p o l y n o m i a l  o f  d e g r e e  1 1 ) ,  we h a v e
= J  [% ^ ( l  -  ë ) ^  -  %^(1 -  ë ^ )  + 3 ( 1  + ë ) ^ J  
[ s 3 ë ^  + 6g -  7]     ( 8 )3_32
Thus  t h e  z e r o s  a r e ,  o n  e q u a t i n g  t h i s  e x p r e s s i o n  t o  z e r o ,
E E -  ("*3 "  . ^ ^ .4 0  ) ( n \
33
Sq = 0 . 3 7 8 5 4 3 3
$ 2  = - 0 . 5 6 0 3 6 1 5
?s ^
P ( a , p ) ( g )  g i v e n  b y
The C h r i s t o f f e l  n u m b e r A f o r  t h e  J a c o b i  P o l y n o m i a l
^n
+ (3 -  4- g -  1)1 ( n  + 3 -  1 )  j ( 2 n  + a  + (3)
n  ! ( n  4- a 4- f3) } ( n  4- a )  ( n  4* p)
2
X i  — € V  f i n S* # * # * # # * # # # # #  \ -Lv /
Now
p ^ ( l , 2 ) ( g )  ^ 1 _ 1 ) + 2 ( g  + 1)




u  =  < - >
B u t  s u b s t i t u t i n g  from e q u a t i o n s  (5 )  t o  ( 7 )  and ( 1 2 )  i n
( 4 ) we hs/ve t h e r e f o r e
2.
Ç  f ( x ) d x  = [ - | U 0 ) + i  f ( l )  + f ( - l ) ]  + ^  %  Z
J *-l
I f  ■ + f  ^  y i - f- Av. J  _ 2 f ( o )
j je ( i)  + f ( - i )  -  2f(o)J n + _ S d iJ  (1 + 7Çv)
V i + e vV 2
1 +
2 - 2  
(13)
where  gp and a r e  g i v e n  by  e q u a t i o n  ( 9 ) .  Thus we c a n  w r i t e  
I f ( x ) d x  = 2 ^    ( 1 4 )
J  —1 /??= /
where
X p  =  —1 ,  X g  =  —X g , X j  =  ~ x ^ , x ^  =  0 ,  x ^  =  l j - 2  —— —
1 1
, %7 = 1   (15)
— yjL<~*
X,
= - 0 .4 6 8 8 4 6 ,  X- = 0 .4 6 8 8 4 6 ,
= - 0 . 8 3 0 2 2 2 , Xg = 0 . 8 3 0 2 2 2  and where
k-, = kn = 1 8 . 1 2 17 “ 3 21 25
0 .0 4 7 6 2 0
1 + g1 1 + g
u  (1  + 7 g p ) ^  (1  + 7 g g ) ^
ko = k
k .  =
ko  =
16 , 121  
6 “ 21 25
k -  16 ■ 121
5 " 21 ■25
4 121 . 16
3 25 21
1
(1  + 7 g p )
(1  + 7 g g ) ^  
1 + g-,
= 0 . 2 7 6 8 2 3 8
0 . 4 3 1 7 2 8
1. + g
L ( 1  + 7gn)^ (1  + -7go)^ J
32 . 121 
" 2 1  25
0 .4 8 7 6 9 4
r
1
L ( 1  + 7 g p ) '^  (1  + 7 g g )  J
S u b s t i t u t i n g  from ( l 6 )  i n  ( 1 4 ) ,  t h e r e f o r e
(16)
--I -1
I f ( x ) d x  = kp(yp + y^) + k g (y g  + yg) + I q C y y  y^) + k^y^
J - 1
= 0 .04 7620(yp +  + 0 .2 7 6 8 2 3 (y g  + yg)
+ 0 .4 3 1 7 2 8 (y ^  + y^) + 0 .4 8 7 6 9 4 (y ^ )
-C
I f ( x ) 4 x =  0 .0 2 3 8 l ( y p  + y^) + 0 . 1 3 8 4 l ( y g  + yg)
J a :
: + 0 .2 1 5 8 6 (y ^  + y^) + 0 .2 4 3 8 4 ( c  -  a)
-
a 4 0 =  a
X g  = a 4 0 .1 6 9 7 8  A 2
_a)
=  a 4- 0 . 0 8 4 8 9
X ,  = a 4- 0 .53115^ — 2
a)
=  a 4- 0 .2 6 5 5 7
^4 a 4-
( c — a)
2 =  a 4- 0 . 5 ( c  “  a)
^5 “ a +
1 . 4 6 8 8 5 ^
2
a)
=  a 4- 0 . 7 3 4 4 ( 0  -  a)
^6 = a 4- 1 . 8 3 0 2 2 ^ 2
a) zz a 4" 0 . 9 1 5 1 1 ( 0  -  a)
Xry — a + o ( c  — a)
^ 2 ' = a 4- (c — a) = 0
— VS'
APPENDIX I I  
SHAPE OP RUBBER DBEOMED BY WATER PHESSURE
Take x -  a x i s  i n  f r e e  s u r f a c e ,  
y  -  a x i s  v e r t i c a l l y  downvvax’ds  on c e n t r e - j<- 
l i n e . I f  T  ^ i s  t h e  t e n s i o n  i n  ru b b e r  
(assu m ed  c o n s t a n t )  p e r  u n i t  l e n g t h  and  
tanO (w h ere  0 i s  t h e  i n c l i n a t i o n












where -gg- i s  t h e  c u r v a t u r e  "K" o f  t h e  e l a s t i c  c u r v e .  T h i s  
r e l a t i o n  b e a r s  t h e  name B e r n o u l l i  -  E u l e r  Law.
W ri te  P dx dx^ dy
S u b s t i t u t e  in. e q u a t i o n  ( l ) ,
P #_ _ 8y
T Q ^(1  + P ^ ) 2
and by i n t e g r a t i n g  t h i s  e q u a t i o n  t h e  c o n s t a n t  o f  
i n t e g r a t i o n  v ; i l l  be
— V t—'
2 ■ 'C =  i   - ^    (2)
( i  + 2 • 2^0 .
B ut  y  = h ,  P = 0
2
t h e r e f o r e  0 = 1 -  ( 3 )
2To
T h e r e f o r e  s u b s t i t u t e  i n  (2 )
—  --------= p g | y j r . + 1    ( 4 )
1 pm
( l 4 - p 2 ) 2  _ -"o
p = = t a n 6 , ds^ = dy^ + dx^, t h e n  i g n o r i n g  t h e  w e i g h t
o f  t h i c k n e s s  o f  r u b b e r  i t s e l f ,
so t h a t  i f  ri = ^  , P = t a n 6 and
^0
2 A Î  = k 2 ....................................................................................................  ( 5 )
4To
S u b s t i t u t e  w i t h  t h e  v a l u e  o f  t] = ^  i n  e q u a t i o n  (4 )  
t h e r e f o r e
'  i   = pg ( -n % ^ , -  h ^ )  ^ 2 .
1 prp
( l  + P ^)2  °  .
and by s u b s t i t u t i n g  w i t h  ( 5) i n  ( 4) 
t h e r e f o r e
 ^ --------  = 2k^(-n^ -  1)  + 1 .
1 '
By d i f f e r e n t i a t i o n  we g e t
-  P ( 1  + P^) dP = 4k^T)d'n
By i n t e g r a t i n g  t h i s  e q u a t i o n
2 k 4* 0 ( 6)
1
(1  + P ^ ) 2
when y  = h ,  P = 0 ,  t h e r e f o r e  t| = 1
t h e r e f o r e  C = 1 -  2k^
Then i t  f o l l o w s  t h a t
1
(1  4- = 1 -  2 k ^ ( l  -    ( 7 )
1
( l  4- P^)^  -  s e c 0 s i n c e  P =
1 ^
(1  4- P^)^  = s e c 6 =■ 1 - 2  k ^ ( l  -  n^)
t h e r e f o r e
1 1
P = t a n 0  = -  ( l  -  ^ ( - p  -  1 4- r i ^ )^  0 ^  - 1  4- r\^)
k  ' 2k
( 8 )
Now we h a v e  ri = ^  , 
t h e r e f o r e  d-q = ^
,1  ,
t h e r e f o r e  w = 2h ^  
P = t a n 0 = s i n 0 s e c 0
-VU'
t h e r e f o r e
'^hW = g
V 0
w h ic h  i s  i n  t h e  fox'm
---------------  «a--------------------^  . . .  ( 9 )
J  ^ é  4
X
dx 1 K (k )  -  f ( ^ , k )
w h ere
T h e r e f o r e  w = »  K (k )  w h e re  IC(k) i s  c o m p l e t e  e l l i p t i c
i n t e g r a l  o f  1 s t  k i n d .
dn h  COS0A l s o  db = dw C O S 0  -  
t h e r e f o r e  db = dri h c o t 0
t h e r e f o r e  b = 2h ] dq c o t 0
J 0
1
f - i ï i z r f b i _   a o ,
Jc) 1 1
= 2h
( l  -  T]^)^ ( - ^  -  1 + T]^)^ 
k"^.
f _ A A i A c _ _ .  [ '  ' 1
0 1 1 Jo 1 I I
(1 - (^ 5 - 1 + 1^^)2 (1 -ti2)2(1 _1 ^2)2j
V I
= 2h | ( ^  _  l ) k K ( k )  + J  J^E(| , k )  -  E ( 0 , k ) J
- - 1) k j^lC(k) -  E ( 0 , k )  j  I
= 2h f (-i- -  l ) k K ( k )  + i  E(lc) -  ( i  -  k )  K(k)
2h
2k"
2B (k )  -  lC(k) 
2k
T h e r e i o x ' e  b hk 2E(k) -  K(k) vhex'e E ( k )  i s  c o m p l e t e
e l l i p t i c  i n t e g r a l  o f  2nd k i n d .
2
A l s o  dA = db -y = h  cotO-qd-q





c o t 0  qd-q
"qdq
- n Ÿ "  '
1 - —1
1 -  2k ^ ( l  - 1 - 2 1 1 + i f 2J
P u t  x  = i ( l - q " ^ )  , d-q = -  4 ( l  x) '^  dx
-1
l / n  __\2
T h e r e f o r e  A = h '
1
I l i ?  -  4
x ( k  -  %)11
Vi
T h e r e f o r e  A = g — ( l ( 1 2 )
I t  i s  e v i d e n t  f r o m  c o n s i d e r a t i o n s  o f  
e q u i l i b r i u m  t h a t
2IÉ:
2To
= s i n 0 o
w h e r e  0^ i s  t h e  v a l u e  o f  0 a t  t h e  f r e e  s u r f a c e  w h ere  q  = 0
Oq 0g 0
k  = s i n - ^  a n d  s in O ^  = 2sinr-g- c o s —
T h e r e f o r e
M à . -  i  s i n 0  = 1  
2 2
o . ®o 8 1 2 s i n —  c o s — k \ 1 -  k ‘
T h e r e f o r e A = 4To k
PS
B u t  f r o m  e q u a t i o n  (5 )
T h e r e f o r e
T h e r e f o r e




^ ( 1 )
(1 3 )
T h e r e f o r e
b'
0
= co t -
0^ A t a n -
_  - 2  
v2
0
(2E -  K)
A'
h 2 ( 2 E  -  K)
®o . ®o COS—  s i n —^
(2E -  iC)2
vv
T h e r e f o r e
A s i n 0 V I  -  k '
2E -  k ]  2 (2E -  K)
T h e r e f o r e
'1 -  If
k
( I )
A k k /: -  k' k k'
^  -  k ^  - (2E  -  K )^  1/57 -  k ^  (2E  -  IC)^




( 2 2  -  Ji)
e in - 0*2
(2E  -  A)




h  IC(k) k
kh j2 E (k  -  K(k)J
T h e r e f o r e wb
%
[ 2 E  -  k ]
( 1 5 )
APPENDIX I I I
CORRECTION POP THE AREA, DEPTH OP FLOW 
AND THE V/ETTED PERIMETER
L e t  y  = f ( x )  d e n o t e  
v e r t i c a l  o r d i n a t e s  o f  l o w e r  
s u r f a c e  o f  r u L b e r  ABC, t ) e l o w  t h e  
f r e e  s u r f a c e  o f  w a t e r  a o c .  The 
e x p e r i m e n t s  m e a s u r e  o r d i n a t e s
b e l o w  AOC, w h e re  Aa = Oo =Cc = t  s e c 0 ^  a n d  t  i s  t h e  
t h i c k n e s s  o f  r u b b e r .
0^  i s  t h e  s l o p e  o f  t h e  r u b b e r  t o  t h e  h o r i z o n t a l  
a t  A a n d  0 .  Thus  i f  y ^  a r e  t h e  m e a s u r e d  o r d i n a t e s ,
t h e r e f o r e
( 1)
I f  y^  a r e  t h e  o r d i n a t e s  o f  t h e  u p p e r  s u r f a c e  o f  
t h e  r u b b e r  ( i . e .  t h e  b o t t o m  o f  t h e  w a t e r  a b c )  b e l o w  t h e  
f r e e  s u r f a c e ,  t h e n
  ( 2 )
w h e re  0 i s  t h e  l o c a l  s l o p e  o f  t h e  s u r f a c e  t o  t h e  
h o r i z o n t a l .  T hus  t h e  m e a s u r e d  d e p t h ,  f r o m  ( l )  a n d  (2 )  
i s  g i v e n  b y  h ^  w h e re
y ^  = f ( x )  "  t  s e c 0
f  p1  _  th ^  — f  " 2 s e c 0 ^  — h ^  4- t ( l  — s e c 0 ^ )
■ O J , —
a n d  i s  t h e  c o r r e c t e d  d e p t h ,  i . e .
+ t ( s e c 0 ^  — l )   ..................  ( 3 )
The m e a s u r e d  a r e a  i s  t h a t  o f  AOCBA w h ic h
i s  g i v e n  by
y ^ d x  = I f ( x ) d x  «  b t  s e c 6  
a   ^ a
w h e r e a s  t h e  c o r r e c t  a r e a  i s
c c c
A^ = ^  y ^ d x  -  j  f ( x ) d x  -  t  s e c 6  dx
a  a  a
T h u s ,  s i n c e  ■ j s e c 0  dx i s  t o  t h e  f i r s t -  a p p r o x i m a t i o n  
> a
w, t h e  m e a s u r e d  o r  c o r r e c t e d  p e r i m e t e r  i s
A^ = A^ + b t  s e c 0 ^  -  wt ..................................  ( 4 )
The c o r r e c t i o n s  ( 3 ) ?  (4 )  w ere  f o u n d  t o  be
v e r y  s m a l l  a n d  t o  o b t a i n  th e m  we n e e d e d  v a l u e s  o f  w, 0 ^ ,
w h i c h  v /ere  f o u n d  by  f i t t i n g  t h e  e x p e r i m e n t a l l y  m e a s u r e d  
h Av a l u e s  o f  m o r  m w i t h  t h e  t h e o r e t i c a l  c u r v e . The
.  b'^
c o r r e c t e d  v a l u e s  o f  w = w^ w e re  f o u n d  b y  u s i n g  t h e  
c o r r e c t e d  v a l u e s  o f  ^  o r  ^  , t h u s  i f  a c c o r d i n g  t o
t h e o r y
? = g ?  then ^  = g ^    (5)
b u t  i t  i s  a d e q u a t e  i n  e q u a t i o n  ( 3 ) ,  ( 4 )  t o  t r e a t
h  ^
0 = ]? ■—  i f  0 = F ^  a c c o r d i n g  t oO b  o u ^
t h e o r y  .....................  (6 )
hI t  h a s  b e e n  p r o p o s e d  t h a t  - v a l u e s  o f  ^  a s  




\'le know t h e  o r d i n a t e s
y o . y 3_ . y 2  y^i ah ove  t h e
datum l i n e  a t  a number o f  e q u a l l y  
s p a c e d  a b s c i s s a e  x^ ,  + j ,
4" t- J , • • • •Q . ^0 7 ------ 4- n j .  G e n e r a l l y  ^
j = 1 i n c h  and n = 4 o r  6 d e p e n d in g  
on t h e  amount o f  f l o w .
F u r t h e r  we know t h e  a b s c i s s a e  o f  t h e  end  
p o i n t s  o f  t h e  f r e e  s u r f a c e  (x^ 4- a )  , (x^4- c ) ,  where  
c ^ a ^ o  and ( c  -  a)  = b.  G e n e r a l l y  a ^  j and n j ^ c ^  
( n  -  1 ) j . L e t  u s  w r i t e
X -  x _
4'S4.
0 = %
and t h e n  0p = ^  c o r r e s p o n d s  t o  x = x^ 4- p. j , and l e t
u s  su p p o s e  t h a t  we i n t e r p o l a t e  f o r  t h e  v a r i a t i o n  o f  th e  
o r d i n a t e s  by t h e  e x p r e s s i o n
Y (x )  =  Y = Yo Yq ) ^
' 77 - /
4- — V" B ^  s inAo, s in ^ 0  4- 2bc s i n  nOn ^
(1 )
-64-
w h e re  t h e  c o e f f i c i e n t s  B^? B^  ^ ^ d  c h a v e
y e t  t o  h e  d e t e n n i n e d .
U s i n g  t h e  i d e n t i t y
yn /
2 ^  c o s A /  = 1 4- c o s  m;z( 4- c o t  ^  s i n  mçf
A - o
i t  f o l l o v ^ s  t h a t
 ^— I n 1“
2 21 s i n  A 0, s i n  Xe = 2Z  \ o o s  A (6  -  0 , ,)  -  c o s  A (0 4- O, )
( — 1 ) ^ s i n  n0 j^ c o t  -g(0 — — c o t  0 4- ^ “ )
-  1 } ^  s i n  n0 s i n  ^________________________________
( c o s  ^  -  C O S 0 ) ............................................................................ ( 2 )
T hus  s i n c e  y  — >-y a s  0 —>-}L% , we s e e  t h a t  i n  ( l )  , u s i n g
^ n
( 2 )  a n d  l e t t i n g  0 —^ : ^
Ypt -  Yo -  (Yn -  Yo) ë  "  ........................... O )
f o r  p, -  1 ,  2 ,  ........... ( n  -  1)  . A c c o r d i n g l y ,  o n l y  c i s
i n d e t e r m i n a t e .  The u n c o r r e c t e d  d e p t h  i s  g i v e n  by
h  = ^ (X g  4- a )  4- ^ ( X q 4- c )  ^  Y(Xq "2 **•«• ( 4 )
vdiere  Y (x )  i s  t h e  i n t e r p o l a t e d  v a l u e  o f  y  c o r r e s p o n d i n g  
t o  a b s c i s s a  x .





nb , s i n  A e,, la. 10, s i n  #  + s i n  ° ’'n j — 2 s i n
( a-H c ) 0\
2 n j
+ 0 s  _  2 s i n  .(& + _ï:.) 5Sin  4^ 4- 2j
(5 )
A l s o  t h e  u n c o r r e c t e d  a r e a  i s  g i v e n  by
A
X q + C
x ^ + a
Y(x^ + a )  +
-  y  ( dx
X  -  X  -  a
Y ( X q +  c )  -  Y ( X g  + a)
( 6 )
and s u b s t i t u t i n g  from ( l )  i t  f o l l o w s  t h a t






s i n A b9C2nJ
B s i n  X d  s i n  ~
K b L zij
A(a-i-c)%
+ s i n
z%3
2
s i n 2 n j 4- C s i n  %  4- s i n ^L u cJ
2 1 4  3 l n % |si (7 )
1/^  A
B o t h  ^  a n d  a r e  a c c o r d i n g l y  l i n e a r l y  
b
hd e p e n d e n t  on  G, a n d  c o n s e q u e n t l y ,  p l o t t i n g  ^  v e r s u s
^  , VV0 f i n d  t h a t  t h e  c u r v e  r e p r e s e n t i n g  t h e  p o s s i b l e  
b"^
i n t e r p o l a t e d  v a l u e s  i s  a  s t r a i g i i t  l i n e ,  t h e  a p p r o p r i a t e  
v a l u e s  b e i n g  g i v e n  b y  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h i s  s t r a i g h t  
l i n e  w i t h  t h e  t h e o r e t i c a l  c u r v e .
ob-
F o r  c o m p u t a t i o n ^  t h e  s q u a r e  a r r a y  o f  v a l u e s
4
a n d  n  = 6 a n d  was a r r a n a * e d  a s  f o l l o w s
o f  s i n  Xb = s i n (  X }a) (“ ) was w o rk e d  o u t  f o r  n  M* n
f  0%"' n o
0 ,8 6 60 , 86 6
- 0 .8 6 6  - 0 .8 6 60 .86 6  0 . 8 6 6
-1
0 ,8 6 6  — 0 .8 6 6 0 . 8 6 6  —0 , 8 6 6
•-0 .866
4
0 . 7 0 7
-1
0 . 7 0 7
( i t  i s  n o t e d  t h a t  t h e  a r r a y  i s  . s y m m e t r i c a l , 
t h e  e l e m e n t  sA  = s i n  A 8 "being e q u a l  t o  t h e  e l e m e n t[I p, ^  i
= s i n  [lQX , )
T h en  f o r  a  f i x e d  p r o f i l e , f r o m  ( 3 )  t h e  v a l u e s
B
o f  ^  f o r  = 1 ,  2 ,  . . . .  ( n  -  1)  , a n d
"A " i f  * i f  -  ^
= . l n | f  A s l n ^  -  2 . 1 . % ^  | g  . 1 .  & g
a r e  c a l c u l a t e d  f o r  X = 1 ,  2 ,  . . . . . .  n .
(7 )
The v a l u e s  o f  ^  a n d  a r e  t h e n  f ro m  (5 )  a n d
n~~( n - j  ^
b nb
^  z t ( 1
n-i Qzl B
72 = Z  1  ïï^ S X + cAn
b A’=* I
( 8 )
a n d  t h e  s u m m a t i o n s  w ere  c a r r i e d  o u t  by  m u l t i n l y i n g  e a c h
B
e l e m e n t  o f  t h e  a r r a y  S by  t h e  v a l u e  o f  ^  a n d  
h  ( o r  ) a p p r o p r i a t e  t o  i t s  row a n d  c o lu m n  
r e s p e c t i v e l y  a n d  a d d i n g  c u r a u l a t i v e l y . P l a c i n g  ( s a y )  
c = 0 i m m e d i a t e l y  g i v e s  one p o s s i b l e  p a i r ,  a n d  ( s a y )  
c = 1 g i v e s  a n o t h e r  p a i r  o f  v a l u e s  o f  h  a n d  A, p l o t t i n g  
t h e s e  two v a l u e s  on  a  g r a p h  o f  & a n d  —^  , a n d  j o i n i n g
by  a  s t r a i g h t  l i n e ,  e n a b l e s  t h e  i n t e r s e c t i o n  t o  be  f o u n d .
h  A
T h e r e f o r e  t h e  v a l u e s  o f  “-c“  a n d  w e re  k n o w n . '
A t t a c h e d  t o  t h i s  a p p e n d i x  i s  a  c o m p u t e r  p r o  gamme 
u s i n g  t h e  D euce  A lp h a c o d e  w h ic h  was u s e d  f o r  c a l c u l a t i n g  
t h e s e  o p e r a t i o n s .
F L O V J  D I P t  & R f \ M
V
C o u n i^  up  io S
Count up io S
S ^ à  C onst a n  t5
S t o r e  (p
Count up /o ~I
t /o ie e s
: i/o ' %  V
C I, 2   ^ s j -
O n e /  OL ^ b  j  C
Con s i  c7/7zf sS I 
h l u m o h c o !  n ^ u r e s
y  -  svo ÿT iVrt ^ -  2 5/)7 ;r
Tnner loop 
For V  -from I io 5
O u/cr Loop
For A fpoirr) i io S
— D O —
APPBimiX V 
ffÉES SURFACE SLOPE AÏÏD PROBABLE ERRORS
A s t r a i g h t  l i n e  e q u a t i o n  ( a n  -h h )  was 
f i t t e d  t o  (h  4 z)  . The sum o f  t h e  s q u a r e s  o f  t h e  
v e r t i c a l  d e v i a t i o n s  o f  t h e  p l o t t e d  p o i n t s  f ro m  t h i s
l i n e  was made a s  s m a l l  a s  p o s s i b l e
k
i . e .  ' ^  (h  4- 2 -  a n  -  h )  ^ was made a  minimum
w i t h  r e s p e c t  t o  a  a n d  h
^ ( h  + s -  a n  -  b )
i . e .  ~ 0
(h  -h z -  a n  -  b ) 2
a n d     = 0ob
V  2 T  Vt h e n  a  /  n  + b n  = 2 .  + 2 )
jn-. 1 ^ = / /? — J
( 1 )
/< k
a n d  a  \  n  + b k = ^  ( h + z )    ( 2 )
Erom ( 1 ) ,  ( 2 ) i t  f o l l o w s  t h a t
a




— t) y  ™
B u t  %  n  = % k ( k  + 1 )    ( 4 )
nzii c .
K
a n d Z  i f  = i  k ( l  + k ) ( l  + 2k)   ( 5 )
/ ) » i  D
a n d  3 0 s u b s t i t u t i n g  w i t h  e q u a t i o n s  ( 4 ) ,  ( 5 )  i n  e q u a t i o n
(3 )  we t h e r e f o r e  f i n d
f ^  . L
, ^  + z)  -  i ( k  + 1 )  (h  + z)
a . ----------------------  ! ---6 -------------
1)
K K
^ ( k  + 1)  ^  (h -i- z )  -  2 ^  n ( h  + z)
k ( k ^  -  1)  L n=^ t
K
^ ^ 2  (k  + 1 “  2n) (h  + z + c )
k ( k  — l )  n=^ i
i . e .  a  = z )  i s  i n  f e e t .
T h e r e f o r e  i  = a  =     ^  ( 2 n  -  k  -  l ) (  h  + z+ c ) '
k ( k  -  1)  n=ri
w h e r e  c i s  a r b i t r a r y .
A l s o  we r e q u i r e  t h e  v a l u e  o f  b w h ic h  i s  o b t a i n e d  
by  s u b s t i t u t i n g  i n  e i t h e r  o f  e q u a t i o n s  ( l )  o r  ( 2 )  w i t h  
t h e  v a l u e  o f  a
/T h e r e f o r e  
K
b =
i . ^ [ Z ( h . q  - ( z  »)
/>- j  i -  o=. j i ^
t11 j\ 2L- n ( h  + z )  
n^i
k ^ ( k ^  -  1 )
12
^  (2 k  -I- 1 -  3n)  (h  + z  + o)
"  FCk-T-T) '
a  a n d  b a r e  u s e d  i n  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  v a r i a n c e
k
% / x  = - U _
k -  2 =^=.1
w h ic h  i s  t h e " v a r i a n c e "  o f  t h e  o b s e r v a t i o n s  a b o u t  t h e
" r e g r e s s i o n  l i n e ' , '  g i v e n  b y  H = a^^n + b^^, o f  H on  n  
I n t e r e s t  i n  t h i s  d a t a  i s  r e s t r i c t e d  t o  t h e  v a l u e  o f  a  
a n d  i t s  s i g n i f i c a n c e  i n  d e t e r m i n i n g  t h e  t r u e  v a l u e  o f
m
dx*
-  12V,, _





k ( l f  -  1).
d e v i a t i o n " o f  t h e  v a l u e  a, .
f 3 4 7 8
t ^ ( f )  l . p o o  0 .8 1 6  0 .764 0.741 0.727 0 ,7 1 8  0 .7 1 2  0.707 
2
The v a l u e  o f  t-, (k  -  1 ) 8 ^  i s  t h e  p r o b a b l e'1
2
e r r o r  o f  t h e  c o e f f i c i e n t  a^^.
P r o b a b l e  e r r o r  i n  Rc^ =
I JL*
APPEiroiX VI
GOEgPICIEWa? OF PRICTION POR STEADY CHANNEL FIOV/
Prom t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  
we know t h a t
(1)
X i s  t h e  c o m p o n e n t  o f  t h e  e x t e r n a l  f o r c e  E
a c t i n g  on  t h e  f l u i d  p e r  u n i t  o f  m a s s .
p i s  t h e  d e n s i t y  o f  t h e  f l u i d , ‘
Now we c o n s i d e r  a  s t e a d y  m o t i o n  b e t w e e n  two 
f i x e d  p a r a l l e l  p l a n e s  u n d e r  the .  a c t i o n  o f  a  c o n s t a n t  
p r e s s u r e  g r a d i e n t ,  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  p l a n e  i s
y  = -  h ,  a n d  t h e  f l o w  i s  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  x  a x i s
Assume t h a t  t h e  v e l o c i t i e s  a r e  
u  z=' u ( y )  5 V = 0 ,  w = 0 
'rom e q u a t i o n  ( l )  we f i n dr -
1 A i  ,
p dx
I . e .
t h e r e f o r e
V v ^ u  = 0
1 Ao. d^u
d dx dy2
2„^  u  =







w h e r e  i  i s  t h e  s l o p e  o f  t h e  f r e e  s u r f a c e  = -
The b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  on  t h e  p l a n e s  a r e  (no  s l i p )  
u  = 0 a t  y  = i  h  
w hence  i n t e g r a t i n g  (2 )  v/e f i n d
« -  -  &  3 #
'     C3)
we h a v e  w = pgiA  o r  = pgmi
w h e r e  m = ^  -  h y d r a u l i c  m ean  d e p t h .
T h e r e f o r e  i f
p _ Q vm 
v w  . V
 ' «
Now dQ = u  dA = u  dy dz  t h e r e f o r e
Q = I I u  dy dz 











Q = #  J  dz    (5 )
0
b y  s u b s t i t u t i n g  t h e  v a l u e s  o f  A, Q i n  e q u a t i o n  (4 )  we g e t
q r » - !
Rc^ = ,  .............      ( 6 )
w2 r "  h 3  dz  
0
Now f o r  a  r e c t a n g u l a r  s e c t i o n  h  i s  c o n s t a n t ,  a n d  
t h e r e f o r e  f r o m  (6 )
Rc^  = 6
f o r  a  t r i a n g u l a r  s e c t i o n
r  1  ^
h  -  -g ^  j  a n d  t h e r e f o r e  f r o m  (6 )
Rc^ = 3
a n d  f o r  a  p a r a b o l i c  s e c t i o n  h  = 0 a t  z = 0 a n d  z = w
2
t h e r e f o r e  h  -  ( z -  -g) ^ = z (w  -  z )  a n d  f ro m  (6 )
Rc^  = ^  w h ic h  i s  v e r y  c l o s e  t o  t h e
v a l u e  Rc^ = 4 f o r  a  s e m i - c i r c u l a r  s e c t i o n .
_ I q.—
APPENDIX V II  
STATISTIGAL ANALYSIS
L e t  be  t h e  mean  - v a lu e  o f  t h e  f r i c t i o n  
c o e f f i c i e n t  b a s e d  on  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  a t  
R e y n o l d s  n u m b e r  R^ (m = 1 , 2 , 3 ?  . . .  R^ R^ R ^ )
a n d  l e t  b e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  p r o b a b l e  e r r o r .  f u r t h e r
(C f  l a r a i n a r h  t u r b u l e n t h  c a l c u l a t e d
v a l u e s  o f  l a m i n a r  a n d  sm o o th  t u r b u l e n t  f l o w  f r i c t i o n
c o e f f i c i e n t s  a t  t h e  R e y n o l d s  n imiber  R ^ .  T h en  t h e  v a l u e s
^  * f^ "" ^ ^ f  - l a m i n a r ^ m l  t u r b u l e n t ^
~ ^ f  m ^  / S , D .  ( w h e r e  S .D ,  i s  t h e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n
=  ^ a l l o w  u s ,  by  a s s u m i n g  a  n o r m a l
d i s t r i b u t i o n  o f  o b s e r v a t i o n s  a b o u t  t h e  m e a n ,  t o  c a l c u l a t e
r e s p e c t i v e l y  (p  j a m .^ m  (P t u r b . ^ m '  p r o b a b i l i t i e s
t h a t  t h e  e x % ) e r im e n ta l  r e s u l t s  w e re  a  s a m p le  o f  a  
m e a s u r e m e n t  i n  w h ic h  t h e  s k i n  f r i c t i o n  was ( r e s p e c t i v e l y )  
no b i g g e r  t h a n  t h a t  i n  l a m i n a r  f l o w ,  a n d  no s m a l l e r  t h a n  
t h a t  i n  t u r b u l e n t  f l o w .  The v a l u e  o f  (p  -^pg^xisition^m
= 1 -■ ( P i a m .  )m "  t u r b . ^ m  p r o b a b i l i t y  t h a t
t h e  a c t u a l  s k i n  f r i c t i o n  l i e s  b e t w e e n  t h e  l a m i n a r  a n d  
t u r b u l e n t  f l o w  v a l u e s .
The v a l u e s  o f  ( p  , (p  ^ r a u s d m
(p  ) ^  w e re  c a l c u l a t e d  f o r  m = 1 ,  n e x t  f o r  m = 2,
-75-
t h e n  t h e  p r o h a h i l i t y  t h a t  t h e  s k i n  f r i c t i o n  was l e s s  
t h a n  o r  e q u a l  t o  - t h e  l a m i n a r  f l o w  v a l u e  o v e r  t h e  r a n g e  
o f  R e y n o l d s  n u m b e r  f ro m  R^ t o  R^ i s  (p  % (p  ) g
t h a t  i t  was l a m i n a r  a t  R^, b u t  i n  t h e  t r a n s i t i o n  r a n g e  a t
^ 2 ’ l a m . ^ 1  ^  t r a n s . ^ 2
t h a t  i t  was l a m i n a r  a t  R ^ , b u t  n o t  l e s s  t h a n  t h e%
t u r b u l e n t  v a l u e  a t  R^ i s
l a m . ^1 ^  t u r b , ^ 2
h nt h a t  i t  was i n  t h e  t r a n s i t i o n  r a n g e  f o r  b o t h  R-, a n d  R^ i s
t r a n s . ^ 1  ^  t r a n s . ^ 2
1t h a t  i t  was i n  t h e  t r a n s i t i o n  r a n g e  f o r  R  ^ b u t  t u r b u l e n t
a t ^ R g  i s
t r a i l s .  ^1 ^  t u r b .  ^2
t h a t  i t  was i n  t h e  t u r b u l e n t  a t  b o t h  R^ a n d  R^ i s
t u r b . ^1 ^  ^^ t u r b . ^ 2 
These ,  s i x  p r o b a b i l i t i e s  do n o t  r e p r e s e n t  a l l  
t h e  p o s s i b i l i t i e s  ( t h a t  i s ,  when a d d e d  t o g e t h e r  t h e y  do 
n o t  sum up  t o  u n i t y ) . T h e r e  a r e  t h e  t h r e e  p o s s i b i l i t i e s  
r e p r e s e n t  by  t h e  p r o d u c t s
t u r b . ^ 1  ^  t r a n s . ^ 2 ’ t u r b . ^ l  ^  l a m . ^  2^
t r a n s . ^ 1  l a m ,  ^2
w h i c h  r e p r e s e n t  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  a  d e c r e a s e  i n  f r i c t i o n
a s  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r  i s  i n c r e a s e d  f r o m  R^ t o  R^, i t  '
w o u ld  seem  r e a s o n a b l e  t o  d i s p o s e  o f  t h e s e  a s  i m p o s s i b l e
—• I O —
o n  p h y s i c a l  g r o u n d s ,  i n  w h ic h  e v e n t  t h e  s i x  p r o b a b i l i t i e s  
d e f i n e d  a b o v e  m u s t  be  d i v i d e d  by  t h e i r  t o t a l  sum ( a
I
n u m b e r  l e s s  t h a n  1 ) a n d  t h e s e  i n c r e a s e d  v a l u e s  d e n o t e  
t h e  c o r r e c t e d  p r o b a b i l i t i e s ,  i g n o r i n g  t h a t  i s  t h e  
p o s s i b i l i t y  o f  r e d u c t i o n  o f  f r i c t i o n  w i t h  i n c r e a s e d  
R e y n o l d s  n u m b e r .  The n o t a t i o n  i s  made m ore  c o n v e n i e n t
P.b y  p u t t i n g  (p  = Pp m' t r a n s f m 2 m
(p  t u r b . ^ m  "  Pg m c a l l i n g  t h e  p r o b a b i l i t y
t h a t  t h e  f r i c t i o n  v a l u e  i s  l a m i n a r  f o r  R a n d
t u r b u l e n t  f o r  w hore  \ i " ^ v  1 .
T h e n  t h e  a b o v e  r e s u l t s  c a n  be s u m m a r i s e d  a s
P i i ^ 2  /  k f (^0—. -L -i "1
P ( l , g ) = n i P22 /  .. tt u
^21 P32 /  "
It It
P ( l , 2 ) — Ppi P32 / tt II
P ( 0 , 2 ) ~ ^21 P32 /  "
It It
P ( 0 , 1 ) = P3I ^32 /
It It
d e n o t e s some (unl'cnown) v a l u e
N e x t t h e  r e s u i t s  f o r m^ w e re
t h e  c a l c u l a t e d  p r o b a b i l i t i e s  p ^ ^ ,  p^^^ P 3 3 ’
a c c e p t a b l e  p r o b a b i l i t i e s  w o r e ,  when u n c o r r e c t e d  ( d e n o t e d
b y  a  d a s h )
i I
\
P (3  3 P4 ) - ®13 P ( 2 , 3)
P ( 2 , 114) — %23 P ( 2 , 3)\
P ( I 3P4 ) 223 P ( l , 3)
P ( O 3II4 ) - 223 ■ P ( o , 3)%
• P ( 2 , 3 ) = 233 P ( 2 , 3)
P ( 1 , 3 ) — 233 P ( l , 3)
P ( 0 , 3 ) - 2 3 3 P ( 0 , 3)
P ( 1 , 2 ) — 233 P ( l , 2 )
P ( 0 / 2 ) - 233 ■ p(o , 2 )\
P ( 0 , 1 ) = 233 P ( 0 , 1 )
The v a l u e  s o f P^ w ere  summed a n d  e a c h  v a l u e
Of P was d i v i d e d  by t h i s  n u m b er  t o f i n d  t h e  c o r r e c t e d
v a l u e 2 ( 3 , 114) P ( 2 , » i. I n  g e n e r a l  f o r  a n y
v a l u e o f  m
\
P (m, m + 1) n 2lm P(m - 1 , m)
\
P (m - k, m -h 1) rr 22m P(m - k ; m) f o r  k = 1 , 2 ,  . ,
\
P (m - k, r(i -  j ) r: 23m P(m - k , m -  0 )
f o r  j = 0 , 1 ,  . • • • , ( k w# 1)  a n d  k  = 1 0 rn
m
w h e re  i t  i s  u n d e r s t o o d  t h a t  ?  (m,ra + 1) o r  P(m -  k ,m )  
a r e  i d e n t i c a l  t o  w h a t  i n  t h e  p r e v i o u s  n o t a t i o n  w o u ld  be
i ) . I l lca3.1 eCl P (m, m + ) o r  P(m —- k , r / i~  1 •+• |_i^ ^
t h i s  way we u s e  p ^ ^  t o  c a l c u l a t e  one new u n c o r r e c t e d  
\
p r o b a b i l i t y  ?  (m,m t  1 ) ,  we u s e  p ^ ^  t o  c a l c u l a t e  m new 
u n c o r r e c t e d  p r o b a b i l i t i e s ,  a n d  p .  t o  c a l c u l a t e  + 1)
/o.
1new u n c o r r e c t e d  p r o b a b i l i t i e s , m a k in g  -h 1 )  (m q 2)
i n  a l l .  A l l  t h e s e  u n c o r r e c t e d  p r o b a b i l i t i e s  a r e  a d d e d
t o g e t h e r  t o  f i n d  t h e i r  sum * ^ m ,  s a y ,  a n d  t h e n
P(m, m q 1 )  - ............................ ..e t c . ,  a n d  t h e n  m i n c r e a s e d
^ m
by one t o  f i n d  a  new s e t ,
When t h e  f i n a l  s e t  o f  p r o b a b i l i t i e s  c a l c u l a t e d  
f o r  m = N, s a y ,  h a s  b e e n  d e t e r m i n e d  b y  t h e  a b o v e  
i t e r a t i o n ,  we h a v e  an  a r r a y  o f  ~ (H  + 1) (N -h 2) 
p r o  b a b  i l i t i e s .
1 ( V, |JL ) \vhere v = 0 , 1 ,  . . .  (q  -  1) a n d  |jl = 1 , 2 ,  . . .  (il + 1)  .
By t a b u l a t i n g  th e m  i n  a  m a t r i x  fo rm  w i t h  e a c h  new voZue
o f  V o c c u p y i n g  a  row ,  a n d  e a c h  v a l u e  o f  \x a  co lu m n  ( s e e
P i g .  1 1 ) ,  i t  s h o u l d  be  o b s e r v a b l e  w h a t  t h e  m o s t  p r o b a b l e
v a l u e s  o f  v a n d  \x a r e  l i k e l y  t o  b e ,  f u r t h e r  i t  s h o u l d
b e  p o s s i b l e  t o  e n c l o s e  a  r a n g e  o f  v a l u e s  o f  v an d  q a b o u t
t h e  maximum p r o b a b i l i t y  v a l u e ,  s u c h  t h a t  t n e i r  sum i s
e q u a l  t o  h a l f .  T h i s  w o u ld  t h e n  i n d i c a t e  t h e  m o s t  p r o b a b l e
r a n g e  o f  e a c h  o f  t h e  v a l u e s  v a n d  , a n d  h e n c e  d e n o t e
t h e  m o s t  p r o b a b l e  r a n g e  o f  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r  o f
t r a n s i t i o n ,  a n d  o f  R t h e  R e y n o l d s  n u m b e r  o f  f u l l y
M'
e s t a b l i s h e d  t u r b u l e n t  f l o w .
REFERENCES







'/I.O, K r a m e r .
lu .O. K r a m e r .
M.O, K r a m e r ,
T . R . E .  N o m v e i l e r .
H.M. J a m e s ,
E .  G u th .
Tur l i e r  A l f r e y , J . R .
Ja i l  n ice -E m de .
B o u n d a r y  l a y e r  s t a b i l i z a t i o n  
b y  d i s t r i b u t e d  d a m p in g .
R e a d e r s  f o r u m ,  J ,  A e r o .  S c i ,
24 ,  4 5 9 ,  J u n e  1 9 5 7 .
B o u n d a r y  l a y e r  s t a b i l i s a t i o n  
b y  d i s t r i b u t e d  d a m p i n g .
J .  A e r o . S c i .  27 ,  6 9 ,
J a n u a r y  I 9 6 0 ,
B o u n d a r y  l a y e r  s t a b i l i s a t i o n  
by  d i s t r i b u t e d  d a m p in g .
R e a d e r s  f o r u m ,  J ,  Am, S o c i .
N a v a l  E n g r s ,  7 2 ,  2 5 ,
F e b r u a r y  I 9 6 0 .
The D o l p h i n S e c r e t ,  The 
New S c i e n t i s t ,  1 1 1 8 ,  5 t h  Kay 
I 9 6 0 .
Q u a l i t a t i v e  s o l u t i o n  o f  t h e  
s t a b i l i t y  e q u a t i o n  f o r  a 
b o u n d a r y  l a y e r  i n  c o n t a c t  w i t h  
v a r i o u s  f o r m s  o f  f l e x i b l e  
s u r f a c e . A e r o n a u t i c a l
R e s e a r c h  C o u n c i l  C .F .  No, 6 2 2 ,  
1 9 6 3 .
T h e o r y  o f  t h e  e l a s t i c  p r o p e r t i e s  
o f  r u b b e r .  J .  Chem, P h y .  1 1 ,  
4 5 5 ,  1 9 4 3 .
M e c h a n i c a l  b e h a v i o u r  o f  h i g h  
p o l y m e r s .  I n t e r s c i e n c e
P u b l i s h e r s , I n c .
T a b l e s  o f  f u n c t i o n s ,  p . 7 8 ,  8 0 ,  
1 9 3 8 . P u b l i s h e d  b y  
B .C .  T e u b n e r  -  L e i p z i g  a n d  





V/.J .  D u n c a n ,  A . S .  Thom, 
A .D .  Young.
D. M e k sy n ,
Q u e n o u i l l e .
Chow.
The m e c h a n i c s  o f  f l u i d s  
P .  4 0 7 ,  4 2 5 ,  4 3 0 ,  4 3 1 .
New m e t h o d s  i n  l a m i n a r  
B o u n d a r y  l a y e r  t h e o r y ,
p ,  1 8 ,  1 9 6 1 .
R a p i d  s t a t i s t i c a l  
c a l c u l a t i o n s ,  T a b l e  ( 1 ) .
Open c h a n n e l  h y d r a u l i c s .
P .  8 ,  1 9 5 9 .  McGraw -  H i l l
L O P O
e u C+lcAjLo
to
5^ U^a<7 S' 
/%6.( P-6-1.'. ^Xlc,c ,
O' joo 0'S4o 0»0>4’2. 4-35 A3.57 4 2
O* 2oo 2/.7oc |.7oo Oic>56 &-7a /o2-3$ g "5
0'3oO 22.5^c 2.56o a ‘ /'ZS /3.«5 /o/-?5 f2.%
O'^ ÛO 23.42c 3'4 c. 1 7 4 /7'4o /e 0 ' 0 0 i l ‘A
O *5oO 4 *42û 0.224 2 i - 7 l ?725 22-4
0 • ^ oo 26,64c s64* o.?î)Z 2 C - I O 7 2.55 2g.2
0 '7 oO 277° c 7,/cA 0.355 3o"4® % 5,63 345
0 * &00 2 S *?c^ g.gco 0 .4 4 » 3 4 - h 7 7 . c 7 44<o
%&^76o /o 176 ^ 0-533 3 7 ,2^ 72-86 5 3 .8
[ » c o c 3 4 ' S o c » /4*6<s«* «•725 43.5û gO.ao 72-5
T m L E  /.
N\
I H B  OfUetNPL I.BNGTH  »  2a
'THB C/ioSS ^eCTloUâL fl/ZEfl IS CoAJSTflt^T 
fiNO £ Q U â l  Tc 0 .0 2  3 <Sduâ^£ INCH.






B" f  i - 3  - 5
......... .........
y - 3 5 T
/ ( X S - ) / ( X * )
. , . „  .
f ' B /  :
f C ^ r )
2 ' ; . 7 5 t 5 * Cf # vO 6 ) c 3 l % 5 o ' * î 4 i 5 t a 2 C S 0 - 7 4 5 5 o . 3 / ^ 5 C, • VO 6  5
3 ' (.{>4 1 9 c 4 o 3 S V » c-G 3 5 /.û*3û6 0 4 * 7 5 a..o7 5 ’)
4 ' /• s ' / c 5 -,0 £.2o5 0 .4 1  75 1 tCi3  ^5 A3 6 0 S i . c  6 z 5 d ' 4 3 4 S >g7  6 ')
5 ' 0 . 4 5 3 3 - ) ,G % 35 / ■ 4 / 3 5 A# 5  3 5 c ' 5 2 7 5 0 0 /  ^5
6 1 . 4 7 1 “ c. cc.^ Û Q ' À y z ^ l .cY  t c B 3 7 i - 0 1 ^  ( 4  ^ . < ioo7 0
7 ' / ' 4 i & ' 7 0 ' cu  ,4' 5 e> 4 é o 5 / . 4 o5 6 ‘ Â / 3 3 5 c - o o )  5 .«-o- 5
i .3 2 % 9 _ <S' t io ' j <=• 4 i , c 2 3 5 1 . 3 / 4 5 b c E l Z S 614  o Z 5 <y ■ c> t 5
1 .7 7 4 5 «0 0 0  5&5 0 ' Y / 4 5 j . l 9 4 5 ( " V Z 5 5 C . 3 5 6 5 0 • 0 0.4 5
A' ( • 2 4 5  « — O ; 13 , 4  Û Ü 0 0 ' V 5 3 c / . 2 Z 3 * 0 . 4 4  5 O' 3 S D . 0 o'E 0
2 ' 1. 7 - 4 5 o J 7 y 5 O*‘] o o 6 B / 7 5 5 0 ^ 7 4 5 O' 3 5 4 5 C vc; 1 o 5
y / ' 5  7 - 9 ** 0 .c. 2) * . 3 / y f 0 . 7  3 2 5 f . Z / % 5 0 - % o C o '3 % i5
4 ' — 0 \ v% 2.* ^ O' 4 ^ 1 5 * 9 7 4 5 û . 7 i û 5 0*377-5* 0 c 2 o 5
5- ( . 4 5 5 - 0 ' /T J J 0 o 4 î * 7 o l , B < ^ c c . / . c Z l 4 0 • 3 E ?2 *'■* C-o/^O
(
i / . . 3 5 7 - -o -> c |co Û- 37 C ^ O'Y^Z* i . 2 4 é o o P i 7 ( , c > 0 o 7 ? c O' -g /û c
i / . 2 S 2 - 0 o«o0 3 e 0 - 4  ( 2. ^ G-.7570 / . 2 Z ? c C : < i 5 f < ^ < . S Ù C — c.co 30
t (. 1 5 5 * -  C.J cZ'ÿt, 0 . i 0 O'-S^OO / . o ^ S o o>'^4 6 . 3 3 4 * 0 . i  27 £>
2 ‘ — C'v 3 i 0 0 “U ( , t / . c . ^ 7 7 c 0 .3 5 7 0 c 1 u  ^1 0
3' U l i o 0  < c q  f 0 0 ' 4  c / u o P I 7 2 ^ B Z C o ^ 0.5  ^ c 3 & % b c" V 2 J ^
4 ' 1 5 5 2 - . * 0  ► cI3 q c R Q C o c i O l < ^ / . 2 7 Z 0 q ,,  /oO c  > 4 ( è c , C'C ,4' 3  c
5 '
1 1 CO —cjioi-*^^ 6 - 4  23^ i > c B e  î> hB3U / .0 4  70 0 ' .zj' 0 1 (f V C
7 . 4 5 ^ 5 —0 i(-iS 5 f '  4 1 7 5 /-o 3 c ‘3 / * 3 i o 5 /. c4 ^ 5 0 . 4 & 7 5 O .v lY S
7 ’ / . ^ ) 7 5 - O . J 7 5 2).43^5 i . 3 4 ; 5 t c 5 ^ 5 0  > 4  i  V o 0 0 , 7 5
9




S £ C .
a  =
( 3 i + 3 7 j / ;
ÿ  - 3
/ ( q
3  '  1 r
/ ( ^ 2 )
% - 3 4 =  
/C=cy) /C xc )
3 - 3 7  =
z ‘ / • 7 é 3 5 0 . 3 7 7 5 0 ( 9 4  i w , .  i r i  5 O . U 3 5 c ^ iv s e c . i j * 5 5
3 ' / , 6 7 5 — Cf*ot f  ù o • 4  0 / , c 4 5 o 1, 36? 60 / . ù  6 ^ 0 c . 4  1 t .o 0 . cV H 0
â ‘ / . U 4 —o . e t ?  6. o i  3>3 ^ j . o 5 ^ ^ G 3 7 A / , c , 7 4  0 0 4 4 1 * ^ c 3 ï  c
\
5 1 5 7 7 5 0 . 4 ( 5 5 h i t j \ S / • 4 3 S 5 1 / 3 4 5 6 ( 4  4 4  5 G:C i 7 5
C' / • 5 Z 2 5 ' - ch-o î  3 5 c 4 ( 5 S h i l 7 5 A 4 3 S 5 1 / 1 % 5 0 - 4 4 3 5 6 • C-i 3 0
- o - c X  i 0 4 4 ( 7 “ f ' f / 4 o / , 4 4 l t I . / 4 4 - û > 4 6 ^ ^ C-oZ. i ^
g ' 1 3 2 3 - -  OkCCi^û.^ 0 "4 z  3  G / I C O ^ C l ' Z o J o / , « 1 7 “ o ‘ 3 4  &o 0'  CO 2  ^
1 ' ( . 2 2 7 * û / - / 7 / 0 c l z q C ' B 5 ( o C  c e  A ô
i ' / .  é ô ’ 5 5 - O f C o S S 0 . 3 4 5 5 0 3 % 5 f 5 h h 6 6 O . Î . 5 I 5 0 - 3 2 7 5 " c. UC. SS
3 ‘ — G i o U  .i û *  3 2 ^ 0 c 5 l 6 c
M i ' / o o . l i S o 0 , 3 3  60 0 ‘ o \ \ C5
. 4 ' 1 5 / 7 5 —c . i i P Z S o  ' ? S o ‘ H 2 ) S / ■ Z 3 3 5  ’ o ' 9 & Z 5 c , . 4 1 ü 5 o . c l  Z 5
/ • 4 i S /  * — c ' O t i B û <J. 4 / 4 ^ }i CiC>c> 0 / • Z ü 1 * 1 3 “ o * 3 E Z o C ' c o S o
/ 4 - Z 5 - c . C CI  4 s c * 4 3 o 5 /* OoCi  s / . 2 4 3 s / ■ “ * 4 5 c ' 3 9 6 5 0 ... 0 4  5
7 ' / • 3 5 7 * c  4  o3 f t c » 0 ^  0> i . 3 z l " i  t * » 4  0 ^ û ' 4 M  ^ C . c Z Z o
g " 1 3 ( 7 - - * C i , c l 3  o û . 3^6  0 o - l 3 5 c / . 1 | 6 0 “ 4 3 1 * ^*25 7<> 0 •v i 3  0
f o >  M  O ù 0 * 3 4 5 0 • s  f g c / .  o 4  t o 0 . C O O  •“ t  2 1 3 * -  Ct ' c n  Cl
2 ' 1 5 1 * / 5 « ‘ o o 5  5 0 . 3 4 3 5 0 * 7 7 3 5 ) . o i o 5 « 7 7 2 5 C . Z 7 5 S ' C . i - ' - . S 5
L M 7 3 - • o  1 c i  3 ^ 6*343  ^ c Z 3 5 o ( f o 7 ÿ o 0 . 2 3 % “ 6 - ZiS^ 0 , v/i 3  c
4 ' / . 4 t > 2 5 — CiiOO \ S - 3 g z s < 3 5 9 5 f j o 7 5 0 . 2 5 6 5 o ’ 3 ( 4 S 0.0  0 1 5
S’ ' / ■ i 5 7 - —o \ A Ü ^ o - I U * o . 3 ( f 5 ^ 0 ’ O \  ( j O
C ' 1 3 / c * OO 0 . 3 7 7 * o 4 * 5 ^ t / 7 o c o . V 4 ° 0*364  û C ' Q  f  OCi
7 ' i . 2 Q ( S ^ O ' o l  & 5 « ' 3 7 / 5 0 4 1 5 6 \ a U 5 c " / 3 ? 5 0 * 3 7 7 5 O^c-/ 0 5
& ' 1 / g g c —*o» \icEJô 0  i ùi ' / \ o 5  #0 0 . ^ 2 3  0 0 . 3 c O ' û  o 7 c
Y ' l / Z 5 o c* 3 * 4 0 ' 7 4 5 & 0 , 9 7 7 6 a J Z / c - o ' à c S  <3 L) t C o S  0*




( y d ^ A -
3 - 3, = 
/ c ^ , )
3 - 3 ; ,
/
3 -"Ü 3-- 9 - 3 4 -
i'C ^ è
1
b ~3 5 T;
/6 x ç )
9 - ] /  =
2 ‘ / .4SZ“ — û’oZl 6 0 oZR ?6 c- 66 S“ *.%726 C l  (. Zc-G. 6,2tz<> o o ^ i t
3‘ 13%%5 *~c>c.c.3y û«ti ^ 5 * 7 4 ) 5 0-1565 e-74ZS 0.2-730 û î o.c3 5
4 ' / • î43“ C’ 3 i Zo * 7 7 3 - 1**7* 6 7Ü3ü c-n  %<- 0 ‘oo g e,
C
5" i . x S l S  ^ù * cX»Z 5 0 ' BVè 5 6-7929 1 * 2 1 5 C'S&iS - Z 1 6 5 û- C.O t 5
é' I ,2“3 o 0 . d  1 cf'3 6 '77g- 1 ,cZ7“ O' SZ\'J 0-33 2 6 ûiû31
7' 1, 1735- —oicc'45 C.3 3 3 5 *' g%/ 5 1 * 6 3 5 - 3 / 5 5 coCiAfS
g' 1*595 OtCO^  s o*Zl?5 - 7 7 2 5 6 9295 0^7 n s 0.2165
9 ' 1*375 —Ck c ZfZ s o.eZ35 0-66-5 *■3535 o>i(i 35 *>2575 o,c%?5
2 ' 1 3 5 9 & '-o( cZ-4 ^ 01Z 0 4 * '5 4 3 6 *'72 4  6 o>5C6^ o,271& ü • c z, 4^ )
3 ' < Cjc>7^ o> 2430 «'6*7o 0.725-6 <j< C ^ *'24 7* 0 (Oc."7 0
4 ' 1 2 / 6 9 -^ Otc( (S oiZ-Sû 5 Qi 656 5 0 'C546 6.C7/5 0 ,2555 û'<î
5 ' i l 4 9 <^jiCj4 5 o o*Z5(c =‘ 6 ^ 4 “ o-?29o t ' 7 / 7 * 013*3 * 01 û4 5 ^
a 1 %, 6 cio 0.6 ^ 3 “ 0.1*3“ ov7e?û o /2 2 3 o C'cZ. Z û
7 ’ 1 * 4 2 $ û'OoiS o>Z155 0-7-25 0.9-3S cit ??5 0 -2 5 6 5 —3 .oC j 5
g' o '9 7 1 5 0 .1215 0-5135 0-7295 C.C//5 0. 2 4 7 5 - û iG Zi 5
t
? c c l Z)Ci 0 ’ 2o 4,0 o ,y o 9  0 *■ (6  ?* 0* 5 / 4  0 0 / / 4 4 “- -0.0(3 0
2' A 5 4 5 - —o»o i6e G ' t iS s C' 7 /6 “ 0 9276 G'/y/o « .27 ;* 0 ; kj {S ^
3 ' 1 4 4 7 5 ,^ c .o t 5 S 0-1495 - 7 6 7 5 / .c d 5 5 t ' 7 ? 7 5 0' 3 2 /5 o ‘û755
-4' h  4*3* wCt cot 0 Cl 33 3 0 O-S/36 1 *5 7 ° c î Z 3 ^ *1 3 / J o c ' GC z 0
5 ' j-3$S“ — c,,oc>4 ^ Ci ^5 fo C,?6%6 /./1<*6 o ,& 7 5 t 0 - 3 3 2 * C'iCO Rc
f ' 12935 -û.c-Zrô C'3Z15 6 •2475 i / 2 2 5 c '& 2 /5 * ,3 6 7 5 û-^3iS'
7 ' /. Z45* — OtC'iS 6 o ' 3 7 ? t 0 i 29“ “ /. / 4  6 6 c.2%7& 0 .3 4 / 6 o-cc5 0
/ ' / ; z 5 - oic3Z5 ûiZi53 0,7 7“S /.O. / 4 5 0 ‘ E ^  e> 5 *■3265 'o3%$










2 <■' 6  ' g'
o-ê*6  S o . • .  4 2 . . . 7 7 0 . .  / .  4 0  0 / 0  7 0 . .  / c  3 . . .  1 o z
« 2 ' 4 ( 2 4 / .  ? 3 4 7 0 . ? 7 75" 0 - 2  7 o o . - 2  4 4 4 . 2 8 2 5 b  A
a , 4 5  / ? c . o 4  4 4 2 0 I « e 5 ? .  -.  4 / 7 4 O - . f / f ? 0- .  5  1 / ^  &
-1 4 ' 5  c ' T  4  ' ^ 0 ’ 87 5 ' T o y .  5 ’ % - 0
r . c U t = .c M e *. c IS 2 c  . 6 ( "i 7 . 0 / 5 7 / 4  7 c - . / 5 ' 7 c .  1 4 5 / )  A '
o - i g „ i 0 . 3 / Z 5 0 - 3 . . 8 0 - 3 / 5 8 0  3 . 2  6 0 - 3 / 4 2 o- 3 û 4  2 k  / '
0-0 C 2  ^ 5 a o 4 7 4 7 0 . 7 3  87 0  - 0 4 2 4  2 0 . 7 5 5 7 . . . 7 / / - J ' 0 . 7 5 1 7 o*«7 2 . 4  ^
0  o ? 7 4 0 - .  ? 7 / 0 . 2  1 2 o a  Z (  f . . . 2 7 7 0 ■ 0 2 i  ? o- 0 2 8  2 / )
0 - 4 . - 4  Z 0  4 . . 5 0 - 4 . 5  8 0 . 4  of 7 O . I 1 7 5 0 - 3 1 4 2 L
. . / o 3 o 7 .  / . 2 / j 0 - / .  4 1 8 0 - / a 0 5 3 0 - /a 4 / 2 O- / . 2  20 ** /o 2 L t f
0 - . 3 4  2 0 - . 3 3 . o - . 3 5 o 0  - o 3 o S 0  - 0 3 2 1 0 . 3 3 1 0 - 0  J  5  / 4- , 8 , ^
0 - 4 4 2 7 0 - 4 J 5 8 0 - 4 4 2 5 0 - 4 2  33 . - 4 3 2 5 0 - 4 3 3 3 = - 4 3 1 8 6
0 . 1 / 4 7 . 0 . 1 1 4 2 2 0 . W S I 2 0  1 . 1 1 3 0 - 1 1 4 8 2 0-115 17 0-1 Z«34 K / *
o- 0  / 4 4 0 . 0 / S"5 0 0 / 7 3 .  0  / 3 1 0 . 0 / 5 4 0  - 0 / 4  7- 0 - 0 / 4 5 ^  A ‘
0 - 3  2 33 0 - 3 / 5  i 0 - 3 7  3 3 0 - 3 .  25 . 3 1 2 5 . - 3 . 1  7 . -  2 1 C 7 k  A
o . c 7 4  88 0 . . 7 4  4 . o c 7 1 / 8 o - 0  7  S' . « . - o 7 / 8 5 0 ^ 7 3 1 7 A
1 o ' 3  7 . 0 1 1 4 0 . 2 / 3 0 . . / 8 0 0 . 0  / I  ? 0 -0 11 2 0 - ,  z 0  4 A "
. -  3 5 o  2 .  - 3 5  0  8 0 - 3  4 . 0 0  ■ i j<5 / 0 - 3 4 1 2 °  3 4 5 8 . - 3 5  25 t  A
C - . C 4 7 . . - 0  6 4 4  7 0 - 0 8  1 5 . 0 • lû 2 114 c . 0  8 5 7 . o-c 7 4  = 3 .  . 8  7 77 ^  A
2 - ? ' 4 ' 5 ' f ' 7 ' %' 1 ' / 0 ' S-É/ZÔ-O».
o ■ o Z ^ J c -o z t  7 0  - . 3  / 2 c  . 0 3 4 2 0  . 3 2  1 o , o 3 4 o .  - 0  z 7  7 ° ' 2  5 4 0  . 0 2 8 3 / ?  A ^
0- 4 » ? 2 0 - 4  ( 4 7 . - 4 2 5 ? .  4 ? 4 2 0 -4 2 ( 7 0 . 4 a C 7 e>- 385o . - 3 8 8 3 b  8 >
. .  l< l  I I 0 . \ c i Z  1 - . -  u  z 5 4 o - \ i 7 7 1 0 - 1 1 5 1 2 . -  U 7 / Z . -  I a 1 5 4 . - . 1 1 5 « 1 "- ! . /  1 2 ^  7 * ^
O 0 2 4  S o - o ? 7 7 c  . 0 2 2  ij « - 0 Z 41 0  - . 2  7 2 c -c 2o 8 / )
.  3 7 7 f . 3 4 4 7 - - i 7  3' 8 0 - 4  0 0 . 0 - 3 1 . 0 0 - 3  8 5 . 0  - 3 5 4 2 k  A
U . . 1 7 7 C c • t 6 I ?  4 0 . l û 5 û 4 c - / o  £ 3 3 0 * /e 3 2 3 0 . /o 2  4  2 « . .  i 1 a a ^  A
w a z 2 u . V» i  7  4 c - 0  z i  2 0 - 0 3 . 4 0 . 0 3 . 3 0 - 0  3 . 4 /9
0 ^ 7 / 7 0 - 3 1  f a . .  4 . . . c - -^ / t  i 0 - 4 1 . 8 0 . 4 1 . 0 k  A
5 0 . V . S a o o- \o .  0 . o - U . H z . - 1 1 . 8 7 . - 11171 ^  A
o - o Z  6 C 6 o 3 2 f 0 . o 3  2 5 0  -o 3 4  8 o . o i l i 0 . 0  3  5 2 0 . 0  2. ? 5~ o o Z S o / 9 A '
o 3 i z f 0 - 4 / 8 3 0  4  2 3 3 0 - 4 3 4 2 0  4  3 4 2 - -  4 3 5 8 w ■ 4 « 7 r o - 3 g / 7 fc A
c  10^*14 o- U J o  0 o . \ \ 4 7 f 0 . m  8 7 o - \ \ \ 4 2 0 . 1 2 . 7 5 û . \&8 4  2 0  o l 8o( 8 ^  A
«• a Z , l l o- 0  Z 5  5 0 . 2 7 7 0  - o 2 &1 0  o 2 1 0 0  - . 2 1  6 0 ■ 0  2 5"^ o . o 2  . 3 A '
o 3 C 4 Z O Î & Î S 0 - 3 1 / 7 . 4 . 3 3 0  4 o 3 3 0 - 4 . 8 7 0 - 3 2 4 1 0 - 3 5 / 7 k  A
o - o i z i  Z 0 - . 1 1 1 2 . - 1.  ^  2  / 0 - l . & . o 0 - 1 . 7 7 1 0  - / / . .  8 G ' |o<4 S J 0 . 0  8  7  j  3 ^  A
® . o  13 7 a . 0 2 o 7 •  - o 2 2 2 o a Z 4 . 0 . 2 4 2 0  o 2 5  / 0 . 2 . 4 0  . 1 7 8 /? A *
. .  i 3 4 3 . 3 5 4 2 . 3 4 3 3 0 . 3 7 2 S' 0 . 3 7 2  S' 0 - 3 7 1 2 0 - 3 4  8  3 0 -3 Z 1  2 b A
o . . 2 , 4 2 1 0 - . Î 3 3  Z .  - . 3  Z z 3 o - o i 4 7 r o - o l / f . o - o 1 1 7 / = ■ . 8 8 ( 7 .  . 8 / 5 8 A-
o-  0 24 $" « • 0  27/ 0  - 0  S" 0  - a / 1  2 0  ■ 0 1 1  2 0 - .  î c  4 0  0 / 8  2 0  - 0 / 3 ? 75 A ‘
o 3 o 2 f 0 - 3 3 2  S' 0 - 3 3 4 2 0 - 3 3 8 3 0 - 3  3 4 7 0 - 3 / 4 2 0 - 2 1 , 8 6  A
a ■ ^ 7  2  ^ 7 0  . 7 7 8 7 . - 0 2 3 1 2 0-C. 85 7Y 0 - o t 5 5  d a -0 8  & 8  2 .  . 7 7 4 8 Q. e m  2 ^  A
e . . l <»4 0  a / 2 . 0 . 0 13 1 0 - 0  1 4  8 0 - 0  1 S ' f 0  . 0  1 5  Z o - o l Z a o - o o g g ^  A '
a  ?  (  / & 0 - 2 7 4 7 o Z l f g 0  3. 00 0 - 3  « 3 3 0- 3  0 4  Z 0 - 2 7 5 8 o - 2 4 3 - g i  A
5 • a^o 3  1 O . . C 5 4 Z 0  . 7 / 2 / 0  - 0 7 4 . 6 0  « 7 5 2 5 0 - . 7 5  2 7 .  . 8 5 7 ? .  o 5 5 7 f 4  A
0  • o f i  3 o - a / 2 & o - o 2 o 5 0 . 2 2 4 0  q 2 2 5 o- a  2 3 / 0 0 / ( 1 = - 0 / 5 / , 4  A *
a 3 / 7 f 0- 3  3 75' 0 - 3 5 . 2 . 3 4 / 7 . 3 2 2 5 0 - 3 8  3 3 « - 3 3 8 7 0 - 3 / .  8 b A
, » 7 / 2 f 0 -o & 3 77 0 - 0  ? £ « 8 o - o 7 3 3 j °  . 7 3 5 4 o - o ? 5 - a . 0 - . Z 4 S 4 o - o 7 3 8 7 <  A
T / l  BLE 5 .
Ao O
v û
v o  .






















"* 0  
<N
" " v o
v o
o
^  r s )
e n  
 ^ o
T
"  m  
i n
° s . a
f O


























































































































































5" 6  ' 7 ' 5 '
o . Z o 5 2 o . 2  o 0 . 2  ( ( 3 0  2 2  6 5 - • = ■ 2 2 8 3 = 2 3 3 1 % 2 Z 5 o
13-45 0 . ( 3 4 2 0  1382 < 1 - 1 4 8 6 0 . ( T o o » ( 4 6 6 = ( 4 7 g /?—.
a 1 -1 . £ g 1 . 1 7 Z 1 - 1 2 4 1- 13 0 l - l Z l o J o - Z t
- t ' 4  f ' S  -0 ' 5 . 5 ' 6 - . ' 6 - f ' "7% 7 - 3 - ' g '
o .  2 2  3& " - 2 2 5 2 0 - 2 3 6 4 0 - 2  3<ig 0 - 2 3 1 3 < ■ • 2 3 5 2 o - 2 4 / g 0  - 2 j g 2
. - M O o.  1 5 5 » « ( 5 6 ' . °  ( 5 / g 0 . ( 5 | « 0 - / 5 5 « 0 . ( 5  13- = ■15 7=
\ . \ \ R \ . 1 2 1 1 1 3 2 1 - 1 2 6 1-13 5 1- 13 1 1 - 1 3 7 1 - 1 3 4 o j —  /  fc
. . Z 5 5 o a ■ ? 5 5 o 0 - 2 5 2 7 0 - Z 5 5 6 0 - 2 5 1 2 0 . 2  5  7 / o - z é  « 3 / ? _ / i
" . i é  2 2 o - u z ê 0 - / 7 / / 0 - / 6 8 1 . 7 7 / 4 a-  /  7« ( o 4 7 Z 6 / ? — / * ’•
V . \ 5  7 1 - 1 5 2 1 - 1 6 6 1 - 1 5  2 1 - 1 5  6 1 - 1 5 4 1 . 1 6  8 0 0 ^  /  6
1 o  2 C 3 5 0 . 2 6 2 / " 2 6 7 2 0 - 2 5 1 7 0 - 2 6 5 5 0  Z 6 5 g . - 2 7 4 . / i
, 0 / 7 4 4 0 / 7 3 2 °  ( 7 8 6 / 7 / 8 -  ( 7 6 . o ( 7 6 z o - /  gZ-O
\ . \ ^  1 1 . \ 6  0 I - 1C 8 1 - 1 6 7 1 -1 C 3 1 1 6 4 1 - 1 7 4 h
0 . 2 3 7 % 0 . 2 3 5 6 0  2 4 3 o »- 2 3 / g 0 - 2 4 0 0 0 - 2 3  73- 0 - 2 4 1 3 l - ^ ! h
o .  I 5 6 g 0 . ( 5 5 2 o- /6 o 5 0 - / 5 2 3 < 0 - / 5 8 3 . -  / 5 6 5 <■- / 6 4 g
\ 1 3 3 1-131 1-13 8 1 - 1 1 7 l - i 3 é \ - l i 3 l - l -HS" / i
o  2 4 2 2 0 . 2 4 o g 0 - 2 4  8 6 0 . 2 4 ( 0 0 - 2 4  6 « 0 - 7 4 3 . 0 . 2 4 1 » ^  ! h
,  / é d . 0 - / 5  2 7 0 - / 6  4 2 o-  / 5 1 0 0 - / 6 2 3 0  - 76  .  5 .  7 6 4 7
' V \ 3 & 1 1 3 6 1 - 1 4 5 - 1 - 1 3 7 1 - 1 4 2 1 - 1 3 8 1 - 1 4 T oj -o. / f c
f ■3 ' 4 ' 5 ' 6 ' 7 ' 8 ' 1 ' l o ' St cAl iov.
o 0 . 2 6 6 1 0 - 2 % / ° - 2 7 6 6 0 - 2 7 3 3 0 - 2 7 4 5 " = 2 6 1 3 0 . 2  5 ^ 5 0 - Z 6 Z 5
w l 7 & 2 0 . ( 7 7 4 0 ( 7 7 7 0 - /% 2 6 o / g Z ? " V g 6 f <0 - / 7 1 6 0 / 7 / 4 0 - / 7 4 4
V. 1 4 5 \ . \ f c 1 1 - 1 7 7 1 - 1 7 3 1 - 1 7 4 i - i é g 1 - 1 5 6 1 1 6 0 Zi
o 2 5 ? f " . z ( z 6 0  2 6 5 4 0  2 7 "  2 0  2  6 6  2 0 - 2 6 6 . 0 - 2 5 / 3 = ' / ? ~ Z A
o - n n •  ( 7 4 6 0 - ( 7 6 7 >•- / g o o 0 - / 7 6 8 "- ( « 3 5 0  - 7 6 5 1
M 5 7 l ' I f . I I C 3 ( ( 6 ? 1 - 164 /- ( 6 4 I . / 4 7 *aJ -ifc / 1
o .  2 5 5 / O . Z É 5 2 « - 2 6 5 o 0  2 7-. . °-  2 6 7 1 0 . Z 7 7 6
o.  l C i 2 0 . ( 7 7 2 0 - / 7 6 4 0  - / 6 » 3 . - ( 7 7 6 0 - / 8 2 / 4 ~  / i  ^
\ 1 5 7 1 . ( 6 4 ( . ( 6 3 ( • ( 6 2 ( - / 6  g l - ( 7 2 = j ^  16
o . ? « ? g 0. ?  7» / 0. 2 7 / / 0 - 2  7 6 / 0 - 2 7 f f 0 - 2 7 7 / 0  - 2  6 6 / « - Z 5 6 1
<1. 1727 0  /  g o o 0  - ( 2 / 4 0 . ( 8 4 6 0  / g  7o 0  ( 2 5 4 0 ( 7 7 7 0 ( 7 / 6 4 -  Z t *
t- 1 5 7 1 \ 6 1 \  l /« 1 - 1 7 6 1- 175" 1 - 1 7 7 1 / 6 4 ( - / 5 4 OJ.W /  t
0 . 2 6 2 1 0 - 2 C I Z 0  2 6 3 5 o ? C 7 % <. 2 6 7 3 <0 - 2  Vo 7 0 -2 6 M 0 - 2 4 8 3 / 6
o . / é é  7 . ( 7 4 3 . 4 7 6 7 < ^ ( 7 7 C o - / 7 g Z 0  - / 8 o 2 0 ( 7 3 4 0 - / 6  4 / 1 / ( , '
1 1 4 1 \ . \ 5 1 1 1 6  ( V * \ é  é 1 * 1 6 6 1 - 1 7 " 1 - 1 6  0 1 - 1  4  4
o . 2 4 3 1 0 - 2 5 3 1 0 - 2  5 4  0 o . Z C / 7 O . Z 6 Z1 0 . 2 5 3 / o - Z 4 7 g / ? _  l 6
0 . ( 6 5 2 o ( 6 5 ( 0  - ( 6 8 2 o* / 7 3 o o 4 7 4 r 0 - / 7 4 T o - / ( g Z 0 - / 6 4  2 4 -  / t '
m 4 5 \ . \ 5 o 1 1 5 1 1 - 1 6  7 1 - 1 5 1 1- 1 61 1 - 1 5 0 1-1-4 4 w. , .  1 k
o- 2 4 o 2 0 . 2 4 7 6 0 - 2511 0 - 2 5 3 6 0 - 2 5 4 2 0 - 7 5 6 3 0 - 2 4 6 5 . - 2 4 4 6
o . | 5 ? 5 0 . ( 6 4 4 0 . ( 6  5 6 o 7 6 7 g 0 - / 6 ?  J 0 - i V» 6 0 - ( 6 4 / 0 - / 6 3 /
V 1 3 6 \ . v 4 3 1 - 1 4 7 1 - l S o 1 . 1 5 1 1 - 1 6  3 1 - 1 - 4 7 1 1 4 . <^-^ Zk
0 . 2  3 0-4 0 - 2 3 6 4 ü- 2  4  " 7 0 - 2 4 6 1 •  2  4 V 0 - ? 4 7 f 0 . 2  J g . 6 0 - 2 2 6 8
1 5 / â <3- /56 6 0 . ( 5  2 % 0 . ( 6-14 0 - / 6 4  ( 0  ( 6 4 3 0  / s  7 7 » ( 4  3  7
1 1 2  6 1-132. 1 . 1 3 6 1-1 4  3 1 - 1 4 4 1 - 1 4 3 1 - 1 3 4 1-12 Z w - ^ / t
= . 2 4 3 3 o - 2 4 % 3 o -  2 5 / ( 0 . 2 5  go 0 - 7 5 3 " 0 - 2 6 ( 3 ' =■2511 = ■ 1 3 7 7 - £ . ^ l h
1 . \ 6 l 7 " - 165° .  - ( 6 6  5 0 . 1 7 / 7 o . ( 7 / 2 0 - / 7 5 o 0 / 6 6  7 . ( 5 6 3 4 ^  / i ï





ï 3 ' 4 s ' é  ' 7 ' 8 '
o 2 o 7 f 0. ZogI 0 • 2 f3 2 0 2 2 0 4 o - 2 3 o 2 0 - Z 3 60 0 - 2 2 7 / i  0 . 1  k>
. 1 3 5 1 0-15 65 0 ■ 130 ^ o - l A l l 0- 15o6 0 - 14 83 O. J4 1 Z f t c I h *
\ -ZZ ' V-2 41 \ 2 3 3 V-272 \ - Z 7 S | . 2 ?o 1.2 7o Sx-c & 0
4 4 f ' 5-0 S  ' s ' ( o ' 6 s ' 7 - 0 ' /- r ' 8 - 0 Soo46o-%.
a-ZT- Sé 0 - 2 2 ( 7 0*2382 0 - 2 3  26 0-2411 0-2 3 7 / 0-2 4 3 7 0-2 4o l 4 . 0 / 6
, . i A U 0 / 5 5 6 0-/56' ,^ 2 4 D-ISSS 0- / 56Z 0 - i6o. 0 ^ 5  76 /9a /h' -
\ . i CC 1.2 7« 1211 ' • 2 8 3 1 . 3 . 5 1. 215" 1-3 1/ l 3 o Z -s-cceo
e-2566 0 2566" 0 -26*4 0-25 7-3 0- Z 6o1 0- 2 5 8 8 0 - 2 6 2 ' 4 o (  6
0 ( 615 0 - ' 616 0 - 17 2 4 0 - 1614 0-1721 .  . /7a 1 0-/737
| . 3So '. 3 f * ' • 3 6 / ( - 3 5 2 1.364 1 3 5 8 ( -362 i « c  »o
0 - 2 ( 5 ' 0 * 2 6 3 7 O- 27o1 0 - 2 6 / 3 0-Z67Z . 2 ( 7 7 0-2 758 4.0 j  y
.1 7 5 3 0.1747 . . n i é 0- / 7 Z 8 0 - / 7 6 1 0. 117/ 0- / 83  0 / 7 c / i '
1 37 S / 3 7 Z 1. 3 15 /-3 6 5 ( 3  83 '■384 1 - 4 " i c e  Oo
1 0.2 316 0.2374 0-2 4 4 1 0- 23  36 0-2411 0-2 314 0-2 5 / 5 i o ! / .
/ 0 1571 0. 1565
0 . 1 6 / 5 0 - / 5 2 1 c - / 5 t g O' ' 5 7 o 0 • /660
( 1-3 0 ( 1.217 1-317 1-288 1-3.1 /. 3 0 0 1-333" -loc e °
• •2431 0-J415 0 - 2 S o4 0 - 24 2 7 0-Z47S 0 - 2 4 4 8 0 - 2 S . 8 u i h
- , - i r i i 0-1652 0 - 1(=. 0-1631 0- / 6 24 0-1657
1312 1-31» 1-331 1 - 3 10 1-32 4 1-3 17 1-332 i t c  60
2 ' 3 ’ -4 ' 5 ' 6 ' 7 ' 8 ' Y l a '
0 . 2 ( 33 . . 2 (  87 . 2 7 / 1 0-2 7«S" o 2 7 n 0-2 763 . - 2 7 / 2 . 260 3 0-2 643 i o l 6
. 1 7 2 1 0-1736 0 -1 go 1 0-/81 & 0- / 3 4  1 0 - Igjo 0 - / go 8 . . / 7 Z  1 0-1756 4c  /b*-
/ •37» /■3«8 /. 4* 0 0 A 4 ? o /-4/  0 ' - 4 / 3 I-31S- ' - 36 / ' 3 7 T -Set  60
0. 24 13 0 - 2 6 4 4 0- 2672 0 - 2 778 0 - ? ( g | 0-Z671 0 - 2 5 3 ' 4 c \ b
0.1726 0 - / 752 . ' 7 8 2 o / g / Z o-/7g2 . 7 2 4 1 . ' ( 6  7 /4c /
1-565 /■3 7 i - l - i S S / - 4 ' a !-3tf> 1 . 58 5 / -34® XcC *0
» T 3 ( 1 0 • 2 6 0 f 0-7 666 0 - 27 / 1 0-2 7 / 4 0 - 2 7 4 6 E c l \ ,
o 7 6 3 f 0 . / 7 S 2 0 - / 7 7 5 » - / g / 4 0 -/^o 8 0 - / 8 3 Z /9c Ik^
l -55( 1 . 384 l . 3g l /.311 1-311 / -4o6 i-tC G 0
o . 2 6 i f 0 - 2 7 2 . o Z 7 2 l 0- 277 1 0-2173 0-2761 0- 2 6 7 1 0- 2587 ^C fb
„ l 7 i 4 o - i s n 0-/8 2 S' . . ' 8 5 7 o / gg o .78  6 4 0-/781 0- /713 /4c / t '
l - l S I \ . \~ll V.172 \ . ' 7g \ . \ 17 \ - l g o \-i C6 1456 SeC e  0
0 . 1 5 4 7 .  263 1 0 - 26 5 3 0 - Z676 0 - 261/ o- ? 7 z r 0 - Z643 0 . 2 5o( < c  /b
a . t U A o . / 7 7 r 0. //60 6 0- /8/3 0 - I 8 IZ 0 - 1 8 1 8 . - ( / / S ' 0- /68/ /?c
1 . 344 1.370 ( - 37g 1-311 1.381 1 - éfoo 1-3 7 4 I - 33 Z i e c e o
o - l 5 o « 0 - 2 5 5 7 0-2551 0-26/6 0 - 26 36 o 2 ( 4 g 0 - 25 5 . 0 - 2 4 1 7 •l?c /l,
0-/66 / 0. /651 0. /6 Z? o . f l 3 7 . 7 7 5 2 0-175 2 o - / ( 1 o 0 / 6 5 1 f i c l k ^
1.337 1.348 1- 341 ' 3 6 7 ' -37o '.3 76 ( 3 4 6 1 . 3 3 0 s - cceo
o .2411- 0 - 2 4 1 6 o 2 5 3 0 0 - 25 5 6 .  2 5 ( 2 0 - 2 5 8 2 . 2 485 0 - 2 4 6 7
. \ 5 l 6 0. /6 5 4 0-1665 o . / ( 8 7 0 -' 7o2 0-17/4 0- /65/ . 7 6 4 3
I 3 . & \ 3 27 \ - 3 4 o \ - 3 4 7 l-3 7o 1-371 1-32 6 l-i  2 0 Se t  6 0
o . 7 J i 2 0. z j t s " o l 4 2 7 0-2 4 l o 0 25 . 2 0- 2116 0 - 2 5«( » z z 8 1 i c l h
0 . 1 533 0- / 5  6 . o. / ( oo o - / 6 r f 0- /65Z 0- /654 . - /57* 0-/4  77 ^ c / y ^
\ l % 3 \ -3o 0 \ . 3\0 1-32 7 1-33 0 \ - 3  2 l 1 .3“ 3 1.2 / ? Se.ce>o
0 . 2 4 5 2 0-25 . 1 . 257 7 0-2511 0 - 251 1 0 - 2 ( 34 0 - 2 5 3 0 o - z i i r 4c / l o
0. 1( 27 0-/651 . 7 6 7 3 o 7 7 Z c 0-/72». 0 / 7 5 7 0-1675 0-/573 Ac  Ik^
1. 3 / 7 1-331 /'  3 4 “ '-360 ' - 3/0 /-3 7o h i  4 “ 1-3 ol %tX,0 o





z' 3' 41' 5' 6 ' 7' 8 '
OoASi l o « 4(51 o..ro"i 0 • 0éfl 0.061(4 » 0 ^ ..511.
o -o 744" a .o7Z 8)0 o.o7Zo. A * 0 A0© 065 a. o-oCfi J. oC7z« i Cf *)
a U151 0.11131 o lZZ<ol 0.12^ 51 ©•IZ6C4 0 12711 .-(2C3o H f/()
-4 «' 41 r' 5.0' 5-5' (•o' é-5 ■ 7 0' -7-r' go'
o-«éZ050 .o ( 7(^ 2 0 o7387a- « t y4" z ..7557 .0 7//r 0-.7517 0 o7Z4C ( (/+)
o .o 5 4Je, 0.o5«8oo.o48o. 0.5.2. .-.4 C?o o-.ÇZ.i 0-0 4gg» O-O5Z20 l ( f * )
0.11715 o.|l ’^48 ol2lg7 ©12247 0-12315 .12477 o-124éC H
o.(o3.7 <,.(©713 ©lo4?8 o -/o ©53 0 1*412 a . /a?7o © loZC 1
0 o703" 0 .qT-*? 7o o.ozeio O-o'J 16. ©. o"z 13"0 -o> 1 *1o• ■ .3 2 5o
©13137 O.Ï3I 83 0 •! 3\og 0.13233 0-13342 ©.1341®0.13511
©.(( L7o °'(111 ©\o113 o- ( ( 48 z. 17 .■( 2.34
o.o7 45o . .2 G lo o-oZïé o .z 84 # 5 7o o-©2 81o o.o3o4o Z (fj
0. 1 Z©©1^ 032 0.14172 0.(3833 ,.l4o5z 0-14 32 7 015©74 H Cfj
O .c l i l l 0.0 744° 0 .7176 o - 0 7./Z ...7s~o. 0-0 //65 0 ©7317 ( (f)
o'#33(o .o351. o-o3 3Z» «■ 0 2 û « €3® 0-0 311© 0 0 4110 Z(f)
o.llo4K «Il* 3©0-11118 o.lo132 ® \|f3o ..1(155 © 11587 HCf;
o.o247o ..2447 0. ©8^ 5o ... 6 f / 4 o-o^ 5?ûo-.f 4o3 0-0&777 ic f* )
o.o33 3 0 . .353. 0-03 8^0 0 .37.0 0 -0 i5 2 ®o-oîTro 0 - 0 3 6$ 0 2 (fj
0.(1 0^0 .11177 0 .1 2I3o 0 1 ( 8 ( 4 0 "l \ 5î *0-121 53 ■-(2427 h(;6j
2' 3' -4 ' 5' é' 7' e ’ 1' lo' StcXUv
a. Volt' O.\o12< 0. \U54 ..((771 C..U51Z ©.((712 ©.(o1ï*4 0 oiir© o.(oC\l_
<»•<► 4K7 O.OÎUl o.o3l77 0 oZIlf a-* ^  oa 2 o-.Z 13 ©o.."fo5. »- « 4164 0 .4823 ïC f* ;
oMSgg O.H53Z O.I4C5I 0.(4774 ". ©4642 0 15© ©4 0 4^118 0-1 5*15- H if* )
6.ol7T,' .|«154 (»S°4 .(©833 @'1*363 ..1.142 «■ °%7"" i  ii*)
• -o44o8 “ o318“*-o3?3Z. .37^ 4 "•o4.66 0 0 431a ..©54 ©8 2 (1 * )
o. 14 Z©4 o. /4IJ4 0. /4 4J6 0./4 Î17 0.14441 .-i4rri .743.g H if*2>
o.o1483 o. (o 3oO o./oéoo o.l(©1 2 0.11.87 0.11(71 f  (fJ
* O * o3174 0 ■ ©38/70..35Z1 © . 3473 a-.3522 zCf;
o.i4\33 0.(4414 -.(4 417 ..14621 .. 14 56©.l47of H i / f )
o ■ Vo'36 o.Vl 3.0 ..((47 5' o.\(l6z 0.12.75* 0-1. g 42 0 -.180g
“•<»4 5o"©.Q 3 4 ? J ...3 484...3/83 ...3116 '.32.5 .-.432. . -oSZgl i ( f * )
.w46lf ©./477« 0.24151 0/57 7. 0 /5/6. 0.152 go 0-I5/S2 . 15o?1 wCf)
o oTlfZ 0.61117 0.1 o3 3, V0. logo© 0. 1.7 71 0.(0083 ©-06733
45g3 0.0 3o»2 ..o77gî ...I37f o .olog ©..o3oo 0-..g5o 0.0(015 2 (f ;
- m i s " 13&73 ..(4..I .. /4.É7 0. 14.51 0. 14160 0 144zr .-U14& H (f  ;
0..&4ZI 0..&11Z o.oIZZI ©.167f 0.175. ...117/ ©-.&617 o-.&lSg
...4I5( ...3 87( 0 .34 37 .©3436 003347 ©.o444î ooSZSZ 2 ( A )
.13311 0.(3248 0-15 loS 0IJ//2 0-13/86 ©1331g 0 */3 260 .13 4/0 H ( / )
o-ol2 Q~J 0.7797 ..8311 0.8577 .."0558 . 0 0662 . "7746 ■ "71/2 f  ( f  /
o.o5o83 0.0 44%7 0-0 4/37 0 - 0 3 (7 5^ •■«3(78 362 3 "• "4 6 5o " »S54g
». 1135. 0.^ 24 0 (3531 0.12/54 0.12Z36 0.12485 o. / L iH 0.116 60 WCfj
o.,éoi5 o o ^  5^  ^2 0..7/Z/ 0. .74 0 8 ..75Z5 o."75 Z? . "6571 "."557r (f)
o.oSZIZ- <B ..4341 . .381g . .3 1/3 . .3241 .-« 4856 •-.5763 2i f i )
• IIJ25 0 i/4(z 0. 113.6 .. 1/4)8 .. 113 7g 0.1/435 0.1133# » ( f* )
..7/Z5 o *%37? 0.08808 ...1333 0.1354 o.cl5"« . "8454 ...7387 /g f ;
o.o5(6o 0.-4527 0.43 .7 0 .3 772 o - 0 iC'iS 0 .35Z 1 .-•4545 0 .5434 Zgfv
.u87r o- 1 2 0 ./îo/ 5 ©13/0 5 .-1Z121 . 13. ZI .-1Z171 . IZÜZl
T/IbLE Z


















1 0-21^0 l é S 5 0-7410 0-.0052. i - i4 152-1% 15.12 Oi Coi74 32.2* Z3.2* ±Z41 15.64
Z 0.3431 2 3 7 5 241% w • 0 0^  3 l-i4 21(42 33.32 0 • 0 2*2^ (.52 *t 7 2 - U
3 A'/^Z* 3 6 4 3 2o-43 & -Il 2 I . /4 121.28 î ( -4 4 0 > 01OoO 1 /5 2 S .5 7 t  ^‘36
4 ,.So71 4 7 o  0 3  ?<co .&Z72 I./4 231.72 73.32 :oi56<^ 467» ±14-26 (^ '5*
5 0.3542 2 1 2 1 3 .6SÎ o.ûi\^ I./4 12(12 (773 e -c 6^o7 34 .40 25" ““ 1 5 .4 1 n-C7
é D.4oo4 3111 7* goo o.oIAT } - (2 ( S l / 4 2g.go 010 o7 26 2 2 .4 » 2û-é5 t5 .7 4 u u l l
7 0.4772 2447 27-27 0.0I44 1-/4 5 7 -3 2(-2o e ■« / o/ 2 h ^ O /. 0 0 lo .4 T l-7o
h 0-4535 Z844 11.6% o* ol 51 I-/4 gZ-28 21-45 27.5* 2f .îo ±7.%o 2 ( .5 o
?  ' 0-46^0 2 3 7 5 22-1= O'ol33 )-2 . 14-57 45.15 0 .0 j 6?2 Zyf.o 2*'0& i% .5( Zl.lu
lo 0 • 4 ^ 32-77 O'olSS |.2û 53-64 26..Z e *0 0? Y 3 2  (.35 rs*33 Jt744 ZS'Gd
// 0.4 4 ^ 2 2 2 4 Ig-Ü û -Q 1 j ^ 1.(8 5/.zé 21-14 O.eck 2 5*oo 17-15 ± 7 .(8 3 5 ,
12 , , 4 135 1 8 3 2 lc .3o ug 2(15 2-o7 q.to  44* /C. 24 ;/.68 *4.2-1 53.00
/3 o37c1 1364 5 .3 2 2 Or*0 1.(8 23-(2 8.(7 oo5? ? 2j-5o 15-44 ± 5 .46 ,%o
/4 0-3211 135 2 .  (47 0. (./? 15**1 4-81 « , M./3 (*./4 ± 3 .2 o éé.5^
(5 Un %'5S° »,oo77 ) ‘2o 2 (7 / • ■OOjî^ ftO 43,22 1.6/ ± 3.57 44*3o
T A B L E E
oL p
0 * 0 0 Cf • 0 o  o  o Ô1 5 ^ 0 0 0
0 .  2 0 0 / 6 7 ^ 0 ,  AZoS
p . j ÿ o 0 . 3 f f p 0 . 3 4 4 5
O ' ^ O o  . 4 6 | a 0 - 2 7 4 5
O 9 o o . 5 7 ^ < ) 0 . 2 1 2 *
/ . o o o . ( g J c G. ( 5 3 5
/• 2 o 0 . 7 7 * 0 0 .  f ( 5 o
| . 4 o o.%3%* o  ■ 0 2 1  ^
f é o e > 3 7 ®0 0 .  o 5 f o
A g o o . ? 2 % 0 0 • 0 3  Éo
2 CO o . 7 5 4 ^ > Q. o 2  3  0
Z . 2 û g . î T Z c J 0 . 0  / 4  ^
2 ' 4 o 0*7 2 4  0 o o o  & o
Z f o * ^ 4 1  f o 0 - 6 * 4 5
? . g o 0 - 7 7 5 0 û . o 0  2 5
3 ' O 0 0 - 7 7  7 3  , 0 «oô 1 3  5
3 ' ï o 0 - 7 7  Î 6 0 .  o o  C>7)
3 ' 4 * * 7 7 7 3 o . o c c 3 5
3 * ^ 0 0 - 7 7 7 7 0 . 0  0 0  / 5
3 . & 0 0 - 7 ? ? ? ûi O OOÛ 5






















%  ^  
Ü— tl i - :
1  ^4
i :
/ 1 3 5 5 / 4 %.Z* 3 4 1 f o 7 4 1 6 1 1 5 .14272 » .4 i l 011 7o 0 -4 j 0
2 l i é A 5 9 9 S ,4 6 4 . 0 5 1 7 2 2 5 1.1 0 . . 511W 0.3 06 0> 3 6 ^ "312.
3 l é l / 5 oo 3,57 Z l l 311 2 4 1 g 7 . 0-7HI1 1.1146 d.ni o.lil O'(5*
4 1635 974 2.43 1 5 2 115 23Î S66 3.^ 7/// _.4% 4 O - C C . 0  S 2 0.317 a 6224
5 /232 44a 4.21 2 3 4 3 4 7 2 1 1 g4o ;.^57oC \,\5l 0.Z51 0.125 0*^/6
é 2 2 2 4 4 26 7,62 3 4 5 5  II 175 %oa /'5%7o& . . . 3(11 0.06  2? *•351 0 . 533
7 2 3 7 5 M o 3 , 9 7 41 61 / 6 4 7 2 6 2o.2>ii4 Û 1 0
2 Z 3 7 g 1692 2 -5 / 3 5 g 53» /4S 723 2.U3Û-1.7/5. Q 1 0
1 2 /^9 993 744 224 421 M7 775 Z.c*7/ —.5/7# 0 0
to 2^47 /*/2 <3.47 I Î 267 3^3 762 32 517-?.30 0 0
II 2? 22 6.7 3.41 111 /76 131 75. Z.(13( .,%/Z5 Û 1 0
12 29^ 4 993 7. go 2 0 39o 125 741 2 . 9 . 1 6 1 -e.,&4&/ 0 I Q
i3 3/// 92^ 3.74 l l o /7g /25 7 3 2 -i-oloo 0 \ 0
>4 3^ 43 too a 2-3 6 65 16 /o7 7 .3 • 7 - 5 6 2 -3..13 0 1 â
15 A 7 o o I 5 é a 3o4 45o 83 664 2 ) - 2 2 2 -/.111 Û 1 0
T f t  3 1 ^ 1 0
a. Pr i CLl Qt x  Co f f fc/Cfvt^
. c  vv- = ? r o ) ,a .h l t  e/'/a/- % R t j  /lur: / F r é i t i o r ^  Cof f i ' aCf^^’
S - O .  « S  t*Kixd<K, rc / o ^ C y /^ t io t i -  s  \)on,hlc t r t o \ r  y^ôi*75*
Vd/uc o/ f t i c t l c n  ' Co^fi’c/Cn>  ^ f^y- J<À/*\in^y flo\N
r 4f 4V korholtni ** (/?c-vv
P '  ( 7 « ) P ,7 P  C ( / 7) 9 . 0 0 0 f  ( 7 , % ) O ' O o o
p '  ( 4 @)
P %7 P  ( ^ , 7 ) 0 . 0 0 0 p  C6 , 2J O '  o <50
P '  ( f / g j P z 7 < 5 . 0 0 0 P ( 6 , 8 ) O '  0  0  0
p ' P 7 7  P ( 4 / 7 ^ 0 . 0 0 ^ P e -  0 0 0
p ' 6 ^ P z ;  P ( V ^ ? (5 .Û O . o < 9«
p '  C z / 5^ h z 0 .  0 0 c ? i ï , i ) O '  0 0 a
p Y / , a ; P z 7 Ü  0 0 0 f  ( w ; O '  0 0  0
F ( o / S ) P z 7 P  [ o i f t 0  . <3 0  0 P
p ' ( 6 / 7j f î 7  P  ('6 , 7j Q . 0  0  0  0  0  12. f  ( 6/ 7; •  • o o * o o \ %
p Y s / Z ) P j r  P  ( ^ / 7) g  0 0 0 0  1 7 ^ " p  ( s - , 7 ; f t .  <5 <5 0 0  175”
P Ï 4 , 7^ P 3 7  P  64 , % ^ 0 0 0 0 0  4 ^ 0 p  ( 4 / 7; o . o < = a o 4 o o
f j 7 P O '  0  4  7 4  0  *7 F  ( 3/ 7y> 0  ' 0  4 7 4  0  “ ?
P 3 7  P  U / 7 ) 0 -  /4  0 6  8 67 P  ( 2 , 7 ; O '  /4  0 6  # 6 7
P ' C h 7) P 3 7  P  0 / % ^ a - l $ 5 S i 3 6 P  ( 1 , 7 ; . ' ' 8 3 2  336
P 3 7  p  ( ' , 7 ; o 7 7 ? o 5 o C P  ( T . ; 7; 0  '  lYJo  3<j 6
p Y ? / - ) P 3 7  P  (5) ^ a ■ 00  0 0 112 p  ( 5. 6; 0 . 0  0 0 0  / 1 Z
p ' A / ;
P 3 7  P A k ^
o - o o o o 2 5 o p  ( 4 , 6; e o a o o Z S *
r ' ( h 6) P i  7  P 0  o Z 1  / g g z p ( ^ ^ o c t l / g g Z
P j 7 P 0 - 0 8 6 6 3 / 6 P ( 4 ^
0 - 0  85 ^  3
p ' C h é ) P 3 7  P  ^1/ ^ ^ O '  U j Z P  ( i j i ) O'  113 2. o ° 7
P ' ( ° y ^ ) P 3 7  P  ( * / 6 J O '  / / o Z .  4 2 3
f  C o , o o -  / / o Z  4 2 J
P ) 7  P  ( 5 , 5 )
0  ' O O O O O  5 ^ 0 f  6 4 ,  r 7 0 , O O O O o 5 o
P 3 7  P O ' o o 57  2 Z 4 p  ( 3/ 5- ; d > 0  c> 5 1  2. 2^ 4
P Y : ' f ) P 3 7  P  C2, t ) o ' o /7 5  776 p  ( % j ; 0  - 0  ! T 5  7 7^
? 'O j ç )
P 3 7  ^
o ' o Z Z i  7 / 0 p  O / s ) c . o Z Z l l V o
p Y ° / 5- ) P j 7  P  C o / f J ) 0 . 0 123  7o 8 p  ( - . 5- ; o . o Z ? j  / o g
P ' ( 3, ^ j f j 7  P  6 , 4 ) 0  '  0  0  z  7 5 o 5 P  ( 3/47 0- 0*27 5^ 0 5
{>'0 / 4)
P 3 7  P 6 2 M ;
o ' o o  8 / 6 6 3 p  ( 2 , 4 ; 0 . 0 0 8 / 3
P ' O ' i ) P i 7 P  ( ' / 4j 0 .  0  f o  6  7o 4 p e * * / o ^  7o 4^
P Y o / 4j f j 7 P 0 ' o / o 3 ? / 5^ p 0  • 0  ^ 0  3 7 25"
P Y : , 3j P 3 ;  P o ' O o l 6 4 6 ‘> p C ^ ü 0 . o o  / ^  4 ^  *
r 'C h i J P 3 7  P  0 >i) o . c . z / 5'/3 f ( Y ^ C ' 0 « Z / f  / j
r ' O / j J h ,  P & a ) 0 . 0 0 / 7 5 4 ^ p  ( <=> / ! ;
0- 0* /  7^^ 2
P 3 7  P  C / Z ^
O'  0  a  / 4  / 46 p  ( ' / % ; o . o * M / 4 C
r X o / 2) r 37 P  ( o / i J 0  ' o o  /3  7  7 6 p ( % ^ c . o */3 7 l f
P ' ( o / 0 h /  P 0 - 0  00 5 7 /6 p  ( o / g ; o « «  0 *5 ^
^ 2 I  e  r -  r  O  c  •  o


































































6 0 03 0 0 4 0 0
1  EXTENSION
200 5 0 0lOOO
STRAIN
FIG-. 5
B I .OCK 0 ?  W O O O
HU^Ë>£R B S P
r iG .  G
I
f i








F I G .  9.

xt
:---- o.- •  :^  a #
J  I— * -
U arf I 6 .17 ; bL ^ T -  6
rff














%  r  «f*
O '
O '
LO
O
